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Prefacio

Estas notas estdn basadas en los cursos de Funciones Especiales y Transformadas
Integrales (FETI) que imparti en la Universidad Auténoma Metropolitana, Plantel Izta-
palapa (UAMI), durante los trimestres 08P y 080. El objetivo de su escritura es brindarle
a 1@s estudiantes un material de consulta acorde con nuestro plan de estudios, que com-
plemente la exposicion de la materia en el aula.

Es importante senalar que estas notas forman parte de un proyecto integral que
estd alin en construccion, y que en su totalidad constara de:

e Notas del curso.

e Tareas semanales, las cuales consisten en resolver varios problemas sobre los temas
discutidos en clase.

e Un problemario donde se resuelven problemas tipo en cada uno de los temas que
constituyen el curso y donde adicionalmente se presentan las soluciones a los problemas
de tarea.

e Materiales diversos como: articulos, notas elaboradas por otros autores, paginas
de internet relacionadas con el tema, etc.

Todos estos materiales podran ser consultados en la pagina de internet!:
http://docencia.izt.uam.mx/lirr

Existen muchos titulos excelentes sobre FETI y la mayoria de ellos estan disponibles
en la biblioteca de la UAMI. Ante este hecho uno se pregunta ; Qué justifica la elaboracion
de estas notas? Estas notas pueden dar a 1@s estudiantes varias ventajas, por ejemplo:

a) El estudiante tedra la opurtunidad de leer la clase por adelantado, en este proceso,
se espera que surjan dudas y preguntas, las cuales enriqueceran sin duda las clases y las
haran mas interactivas. Estas son parte de las preguntas que los profesores esperamos
surjan en nuestras clases, pero que a menudo nunca llegan porque 1@s estudiantes estan
escuchando sobre el tema por primera vez.

b) Otra caracteristica importante es que permitird a 1Qs estudiantes obtener mayor

LA este momento se pueden consultar las notas y las tareas. El problemario se pondra a disposicién
una vez finalizada su elaboracién. Algunos materiales también ya pueden ser consultados en la pagina.
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provecho de la experiencia del profesor, ya que al exponer sus dudas, el profesor po-
dra visualizar el grado de claridad en los conceptos adquiridos por 1@s estudiantes, y le
permitira enfatizar en la discusién en clase los temas que asi lo requieran.

c¢) El estudiante podra concentrarse en la discusion de la clase en vez de intentar
copiar todo lo que el profesor escribe en el pizarrén, ya que ahora tendra parte de los
apuntes por adelantado.

Mi esperanza es que estas notas en verdad ayuden a tener un mejor curso y de mayor
nivel 2. Esta es la justificacién y aporte de las notas.

Dado que un trimestre considera 33 clases en promedio, en estas notas se ha elegido
un formato que presente el material en 30 lecciones. En todo momento se intenta relacionar
el material que discutimos aqui, con el material que 1@s estudiantes han aprendido en sus
cursos pasados y con los temas que discutiran en sus cursos futuros.

El curso de FETI en la UAMI, tiene como prerrequisito haber aprobado las materias
de ecuaciones diferenciales y algebra lineal. Por tal motivo en estas notas se supone que
1@s estudiantes estan familiarizad@s con las técnicas basicas de solucion de ecuaciones
diferenciales ordinarias asi como con el concepto de espacios lineales de dimensién infinita.

El objetivo central del curso es estudiar las propiedades de las soluciones a algunas
ecuaciones diferenciales de segundo orden, que aparecen en los cursos de Mecanica Clasica,
Mecanica Cuantica, Electrodinamica, etc. Este objetivo nos llevara a estudiar dos tipos
de problemas que estan intimamente relacionados. El primer tipo de problemas trata de
la representacion de una funcién arbitraria dada, mediante una serie infinita de funciones
de un conjunto preescrito. El segundo tipo de problemas consiste en estudiar soluciones a
ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, donde las soluciones satsifacen cier-
tas condiciones de frontera. Como veremos en este curso, existe una relacion entre ambos
problemas, explicitamente la relaciéon es:

Las soluciones con valores a la frontera de una ecuacién diferencial parcial
se representan como una serie infinita de funciones.

Las funciones que constituyen la serie, dependenden de las simetrias de la ecuacion
diferencial bajo estudio. Los ejemplos que estudiaremos en este curso incluyen las funciones
seno y coseno, los polinomios de Legendre, las funciones de Bessel, los polinomios de
Hermite, los polinomios de Laguerre, etc.

Aunque he hecho un esfuerzo por que estas notas tengan el menor niimero de errores
posible, es muy probable que este objetivo esté incompleto. Dado que estas notas estaran
en revision continua, les pido amistosamente a 1Q@Qs lector@s, que reporten cualquier error

2Desde luego estas notas también pueden tener el efecto contrario. Puede suceder que 1@s estudiantes
opten por no entrar al curso, pués al final de cuentas ya lo tienen en sus manos y creeran saber lo que el
profesor discutird en la clase. Entregaran sus tareas y sélo se presentaran a los exdmenes. Si esto sucede
y los alumnos aprenden el material, las notas habran cumplido de cualquier manera su objetivo.
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que encuentren en las notas al correo electronico: lirr@docencia.izt.uam.mx

UAM Iztapalapa, Ciudad de México.
Mayo de 2009.

Romén Linares Romero.
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Preliminares

Este primer capitulo se dedica al estudio de los elementos basicos necesarios para
formular de manera adecuada los conceptos de interés principal en el curso. Algunos de los
conceptos que discutiremos usted los estudio ya en cursos previos, en este caso el material
se considera de repaso y su exposicion seré breve. Otros conceptos seran totalmente nuevos
para usted y se utilizaran recurrentemente a lo largo del curso, por tal motivo es imperativo
que los aprenda lo mejor posible. El capitulo estd dividido en cuatro clases. En la clase 1
se da un repaso breve al concepto de series numeéricas y series de funciones. Las clases 2
y 3 estan dedicadas a definir las funciones gama y la funcién factorial. Finalmente en la
clase 4 se introduce el concepto de distribucién, poniendo un enfasis especial en la delta
de Dirac.

1.1. Clase 1

Uno de los objetivos principales de este curso es entender la estructura y propiedades
de algunas funciones especiales. Como veremos depués, las funciones especiales que es-
tudiaremos en el curso se pueden definir como series de potencias. En vez de estudiar
directamente estas funciones, es conveniente dar un repaso breve al concepto de serie que
usted aprendié en sus cursos de Célculo.



2 1 PRELIMINARES

1.1.1. El concepto de serie

Como usted seguramente recordard, una serie infinita es una suma de un nimero
infinito de términos. Las series infinitas aparecen frecuentemente en fisica y matematicas
y por tal motivo nos interesa entenderlas lo mejor posible. Tal vez la primer pregunta que
usted hizo en su curso de Caélculo fué ;Para que sirven las series? las respuestas a esta
pregunta cubren el siguiente espectro:

= Los matematicos las utilizan como una técnica fundamental para definir y estudiar
funciones, por ejemplo la funcién e® puede definirse como la serie!

2 3

X
—1+x+§+§+—+ Zk' (1.1)

= Se pueden utilizar para calcular los valores de constantes trascendentes, como por
ejemplo, el nimero e

11 = 1
e_1+1+2,+3,+ + - ZE (1.2)
k=0

y para calcular valores trascendentes, como por ejemplo

1 1 1 > 1
n2=1—=-+-—— § 1= 1.
n 2+3 4 2 I (3>

= En su curso de Mecéanica Clésica aparecieron por ejemplo cuando se analizé el pro-
blema del periodo de un péndulo simple, en lo que usted definié como integrales
elipticas

T —

4 1/ B
g.Jo V1 —msin%6
l 1\? 1-3\? 1-3-5\°
= 27 11 - 2 34 ...
\/;71' —|—(2> m+(24>m+(2.4'6)m—|—

donde m = sin® 0, con 0y, la amplitud méxima, [ es la longitud del péndulo y g la
aceleracion debida a la fuerza gravitacional.

L (14)

Todos los ejemplos que hemos mencionado constituyen ejemplos de series numéricas, es
decir, series en donde cada uno de los términos que la componen, son niimeros. Sin embargo
existen también series donde los términos que la componen son funciones, esto es, series
de funciones. Ejemplos que usted a estudiado en sus cursos de Calculo y Ecuaciones
Diferenciales incluyen:

!Mostraremos de manera detallada en (1.61) que: 0! = 1.



1.1 CLASE 1 3

= Series de Taylor, donde la idea béasica es expresar una funcién como una serie polino-
mial. En la ec. (1.1) tenemos como ejemplo, la serie de Taylor alrededor del origen,
de la funcién exponencial.

= En sus cursos de Ecuaciones Diferenciales usted utilizé las series como un método
de solucién. A este método se le conoce como el método de Frobenius y en este curso
estudiaremos varios ejemplos de este tipo, mas adelante.

Una vez que que hemos recordado en donde nos hemos encontrado a las series, la siguiente
pregunta bien puede ser ;Qué caracteristicas de las series son las que estudiamos? La
respuesta es: su convergencia. Pero ;Qué significa que una serie converja? La técnica
usual para definir de manera precisa el concepto de convergencia es el de sumas parciales.

Definicién 1.1.1 Sitenemos una secuencia finita de términos ug, uy, U, Us, . . . , Uy, defin-
imos la n-ésima suma parcial S, como

Sp = . (1.5)
k=0

Como esta serie es una suma finita, siempre converge y no representa dificultades. Si las
sumas parciales S,, convergen a un limite finito .S, cuando n — oo

lim S, = 8, (1.6)

n—oo
decimos entonces que la serie converge y tiene el valor S.

Note que una condicién necesaria pero no suficiente para que la serie converja, es

que los términos uy satisfagan
lim u, = 0. (1.7)

k—o00

Ejemplo 1.1.2 En este ejemplo deseamos aplicar la condicion anterior para investigar
st la siguiente serie converge o no converge

k

14+24+3+- (1.8)

M8

i

1

Para ello nos fijaremos en la suma parcial, S, = 14+2+3+---+(n—1) +n. Una forma
de obtener el resultado de esta suma parcial es sumando dos veces S, término a término,
pero con una de las series en orden inverso

S, = 1 + 2 + 3 4 + (n—1) + n
+ S5, = n + (n—-1) 4+ n—2) + --- + 2 + 1
28, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + + (n+1) + (n+1)
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Como existen n términos se sigue que

S, = w (1.9)

La condicion necesaria en este caso no se satisface, ya que

1
lm S, = 1m Y o (1.10)

n— oo n—00 2

Como la secuencia de series parciales diverge concluimos que la serie infinita diverge.

Ejemplo 1.1.3 La serie geométrica se define como

[e.9]

Zar’“:a+ar+ar2+a7‘3+-" (1.11)
k=0

donde a = cte. y r > 0. Nuevamente deseamos investigar el valor limite de la suma
parcial, S, = a +ar + -+ ar" ! + ar™.

Una manera de obtener el valor de la suma parcial es haciendo la resta, S, — rS,,
S,—rS, = atard+ar’+- - +ar"  +ar"—r (a +ar+ar’+- - +ar™ 4 ar") =qaq—ar"tt.

de lo cual se sigue que
1 — ,r,n+1
Sp(1—=7)=a(l—r"") = Sn:al—. (1.12)
—r

Note que este cociente solo es vdlido si, 7 # 1. Tomando el limite n — 0o, obtenemos

a ar™t 0 sir<l
, . 1 ‘ n+l _ ’
i So= i S et ={ 0TS 0
con lo cual
= o r<1luyl e infinita | /
lim S, — Z SN I = y la serie z.nﬁm. a /.co'm)erg/e (1.14)
n—o0 +oo st r>1 yla serie infinita jdiverge!

k=0

¢ Qué podemos decir sir =17

1.1.2. Criterios de convergencia

Hasta ahora hemos mencionado una condicién necesaria para saber si una serie con-
verge y hemos enfatizado el hecho de que la condicién no es suficiente ;Qué significa que
la condicion no sea suficiente? Significa que existen series para las cuales las sumas par-
ciales S, satisfacen la condicién (1.7), pero que atin asi no convergen. La pregunta natural
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ahora es ;Cémo sabemos entonces si una serie converge? Existen varios criterios que nos
permiten obtener la respuesta. A manera de recordatorio de lo que usted aprendié en
sus cursos de Caélculo, mencionaremos sélo tres criterios, el criterio de comparacion, el
criterio del cociente de D’Alambert y el criterio de Leibnitz. Una lista méas completa de
los diferentes criterios de convergencia (criterio de la raiz, el criterio integral de Cauchy
Maclaurin, criterio de Kummer, criterio de Raabe, criterio de Gauss, etc.) puede consul-
tarse por ejemplo en [2].

Definicién 1.1.4 Chriterio de comparacion.

Si los términos a;, > 0 forman una serie convergente, Y oo, ar = S, y término a
término, una sequnda serie de términos uy satisface up < ai, entonces la serie ZZOZO Uy,
también converge. De manera andloga, si los términos b, > 0 forman una serie divergente,
Y reo by — 00, y término a término, una seqgunda serie de términos vy satisface vy > by,
entonces la serie y - v también diverge.

., Qué pasa si comparamos vy con ag 0 U con by?

Ejemplo 1.1.5 Apliquemos este criterio a la serie armonica definida por

1 | 11 1 15
Zﬁ,—+ SRR S e (1.15)
Note que limy_, oo up = limy_o 1/k — 0, por lo que la serie armonica satisface la condi-
cion (1.7). Sin embargo hemos enfatizado que esta condicion es necesaria pero no es una
condicion suficiente para decidir si la serie converge o no, y por tanto debemos trabajar un
poco mas para decidir sobre la convergencia de la serie. Reagrupando términos tenemos

531—1+ T R T Y (L LS
— k 3 4 5 6 7 8 9 10 15 16
2 tér;;zinos 4 tér;;zinos 8 tér;%z'nos

Note que cada uno de los grupos de términos entre paréntesis, es de la forma

1 1 1 1 1 1 p 1
- — 4+ > + o — = = —
p+1 p+2 p+tp p+p p+p p+p 2p 2

Tenemos entonces que las sumas parciales S, que involucran grupos completos de términos
entre paréntesis son

2 1 3 1 1 1 1 1 4
Sl 5’ SQ +2 5 54 +2+(3+4>> +2+2 9
1 1 1 1 1 1 1 5 6 n+2
S NI Sysi-42) 2 > . >
Sg +2+(3+4>+<5+6+7+8)>2, 816>2, ,SQ 7
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Formalmente podemos definir una serie, para la cual cada suma parcial S’ coincida con
la 2"™-ésima suma parcial de la serie armonica

S = Syn. (1.16)

Utilizando el criterio de comparacion, tenemos que para cada suma parcial de esta nueva
serie

2
S > ”; . (1.17)
Concluimos entonces que
lim S; > limn+2—>oo = Zl—>oo . la serie jdiverge! (1.18)
o Pn ol 9 k‘ PR / qge! .
Ejemplo 1.1.6 Constante de Fuler-Mascheroni
La constante de Fuler-Mascheroni se define como
1
=1 ——1 1 1.19
v nggolzk n(n +1) (1.19)

Esta constante la utilizaremos mds adelante para definir la funcion gama, sin embargo
no calcularemos su valor. En vez de ello mostremos que la serie converge, utilizando el
criterio de comparacion. Note que es posible acotar la serie de la manera siguiente. St
t > 0, entonces

k(k+t) >k = ;<i = ukz/lédt</lidtzi.
k(k+t) k2 o k(k+1) o k2 2k2

Utilizando fracciones parciales podemos evaluar explicitamente la integral para uy,

byt L7l 1 1 | t 1 1
= - _at= - dt=-— | —d(<)==—-m(1+>]).
Uk /0 Kk + 1) /0 (k k+t) k /0 111 (k) k: n( +k>

Combinando ambas ecuaciones tenemos que para todo k

! In{1+ ! < !
_— n J— —_—
k k 2k2’
y utilizando el criterio de comparacion 1.1.4, podemos entonces acotar el valor de la n-

ésima suma parcial

n

Zuk Z(——ln(k+1)—|—lnk) Z%—lnn—kl Zkz

k=1 k=1

Tomando el limite n — oo obtenemos finalmente

[\:)I)—l

v = lim Z——lnn—l—

n—oo

=1 2
32w

ya que Zk 7z = 5, como mostraremos en el ejemplo 2.1.5.
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Definicién 1.1.7 Criterio del cociente de D’Alambert.

Dados los términos u, > 0 de la serie, calcule el cociente ugi1/uy,

u <1 ) converge
S, lm — >1 = Zuk diverge (1.20)
heo Uk =1 k=0 no podemos decidir

Ejemplo 1.1.8 Apliquemos el criterio del cociente a la serie armdnica (1.15).

Calculando el cociente entre dos términos sucesivos de la serie armonica tenemos

1
Uk+1 k+1 , Ukt ,

= = = lim —/— = 1lm —— = 1.21
U, % E+1 k—oo  Up k—oo k 4+ 1 ( )

Por tanto no podemos decidir si la serie converge o no, utilizando este criterio.

Ejemplo 1.1.9 Como un sequndo ejemplo de la aplicacion del criterio del cociente de
D’Alambert, estudiemos nuevamente la convergencia de la serie geométrica (1.11).

En el ejemplo 1.1.3 hemos mostrado que la serie geométrica

o0
Zark:a+ar+ar2+ar3+--- (1.22)
k=0
converge si v < 1 y diverge si v > 12. Veamos que nos dice el criterio del cociente respecto
de la convergencia.

u arkt U sir <1, la serie jconverge!
k+1 o Ugyl . o
L —=r = lim 2y = sir > 1, la serie jdiverge! (1.23)
Uk ar k—oo  Ug . L.
st r =1, no podemos decidir.

Estas conclusiones coinciden con las conclusiones obtenidas en el ejemplo 1.1.3, des-
de luego con la excepcion del caso r = 1. Enfatizamos nuevamente que el criterio de
D’Alambert solo nos da informacion sobre el hecho de si la serie converge o no converge,
pero no nos dice como calcular el valor de la serie en el caso que ésta converja.

Los dos criterios anteriores estdn limitados a series de términos positivos. Sin embargo
también existen series infinitas en las cuales los signos se alternan. La cancelacion parcial
debido a los signos alternantes hace la convergencia mucho mas rapida y mas facil de iden-
tificar. Una condicién general para la convergencia de una serie alternante la encontramos
en el siguiente criterio.

Definicién 1.1.10 Criterio de Leibnitz.

Considere la serie Y o (—1) " uy, conuy, > 0. Si los términos uy, decrecen mondtona-
mente (para k suficientemente grande) y limy_ o, ux = 0, entonces la serie converge.

2En realidad no lo mostramos para r = 1, pero usted debié haber deducido el resultado facilmente.
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Ejemplo 1.1.11 De acuerdo con este criterio, la serie armonica alternante
L (—1)kt 1 1 1 1
S e TP 1.24
Z k 2 * 3 4 T n ’ ( )
k=1
converge, ya que

lim u, = lim — — 0.

k—oo k—oo

De hecho esta serie converge al valor In2 (compdrela con la ecuacion (1.3)).

Note que el criterio de Leibnitz solo nos da informacién sobre la convergencia de la serie,
pero al igual que los criterios anteriores, no nos dice como calcular el valor de la serie si
ésta converge.

1.1.3. Series de funciones

Es posible generalizar el concepto de series infinitas para incluir la posibilidad de
que cada término wuy pueda ser funcién de alguna variable z, u; — wug(x). Las sumas
parciales son ahora también funciones de la variable x

Sp(x) = up() + ur(x) + us(z) + - - - + up (), (1.25)

y la serie infinita que definimos como el limite de las sumas parciales, también es una
funcion

lim S, (2) = > up(x). (1.26)

El concepto importante de convergencia es ahora el de convergencia uniforme.

Definicién 1.1.12 Convergencia uniforme.
Si¥ e >0, 3 un nimero N independiente de x en el intervalo [a,b] tal que
|S(z) — Sp(x)] < g, Vn>N,

se dice que la serie es uniformemente convergente en el intervalo [a,b].

Dicho de otra manera, para que una serie sea uniformemente convergente, debe ser
Y )

posible encontrar un numero finito N de manera tal que la “cola” infinita de la serie

| > o2 va1 ui(2)], sea menor que un niimero € arbitrariamente pequeiio, ¥ z en el intervalo

dado. En la figura 1.1 se muestra de manera grafica el concepto de convergencia uniforme.

Series de Taylor

Los primeros ejemplos de series de funciones que usted estudié en sus cursos de
Célculo son las series de Taylor. Estas series son un desarrollo de una funciéon en una serie
infinita o en una serie finita mas un residuo. Los coeficientes de los términos sucesivos de
la serie involucran las derivadas sucesivas de la funcién.
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S(x)+€

S(x)-€

Figura 1.1: Se muestra la gréifica de la funcién S(x) en el intervalo [a,b] (linea gruesa
continua). También se muestran las gréaficas de S(z) — e y S(x) + ¢ (lineas delgadas
continuas). La linea punteada corresponde a una suma parcial S,(z), con n > N. Note
que la gréfica de S, (z) cae dentro de la banda crada por las curvas S(z) —ey S(z) +¢
en todo el intervalo [a, b].

) es continua

Definicién 1.1.13 Si tenemos una funcion f(z) cuya k-ésima derivada
en el intervalo: a < x < b, entonces

d 1 &
t0 = s+ LD emgT @oeps
1 4%
T dxk‘i(x) =R (127)
donde el residuo Ry, = %dzj;(,f) (z — a)k.

Con esta expresion de la serie de Taylor no nos preocupamos por el problema de la
convergencia de la serie infinita. La serie es finita y sélo nos preocupamos por la magnitud
del residuo.

Definicién 1.1.14 Cuando la funcion f(x) es tal que limy_oo Ry, =0

Zkl xk (z —a)*. (1.28)

Cuando el desarrollo se hace alrededor del origen, a = 0, y la serie se conoce como la serie

de Maclaurin f(z) = >, 1; dl;’; ©
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Ejemplo 1.1.15 Desarrollemos la funcion f(z) = In(1+ x) en serie de Taylor alrededor
del origen. Derivando obtenemos

d@ 1| cf@) 1 |,
de |,_, l1+z|,_, de? |,_,  (1+2)?,_,
y en general para el término k-ésimo
d* f(z) w1 (B —1)! k—1
2 = (=1)F = (-1 kE—1)!
k| (=1) A oF| . (=D (k=1
Como f(x =0)=1nl=0, la serie de Taylor es
¥ 23 ot
ln(1+x):x—5+§—z+---+Rk, (1.29)
donde el residuo es
" ¥ ¥
Ry = ﬁ(—l)k’l(k -1l = ?(—1)’“’1 < ~ bara 0<z<l1. (1.30)

Como limy_ . R — 0, entonces

n(1 + z) i . (1.31)

k=1

En la figura 1.2 se muestra la grifica de la funcion In(x) y las grificas de las primeras
cuatro sumas parciales, para ilustrar de manera grdfica esta serie de Taylor (ec. 1.31). Es
importante notar como a medida que se consideran mas términos en la suma parcial, las
graficas de S, (x) se parecen cada vez mas a la grdfica del In(x).

En particular si evaluamos la serie de funciones (1.31) en el punto x = 1, obtenemos
la serie numérica (1.3), que vimos como un ejemplo de serie alternate en el ejemplo 1.1.11.

In2=1 1+1 1+1 1—!—
n’z2 = [ _ — — _ — =
2 3 4 5 6

Serie de Potencias

Un ejemplo adicional de series de funciones, es el desarrollo de una funcién en serie
de potencias de la variable

f(x):ag+a1x+a2x2+---22akzk. (1.32)

Ejemplos del uso de esta serie para resolver ecuaciones diferenciales seran estudiados
ampliamente en el curso. Este método se conoce como el método de Frobenius.
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Serie de Taylor de In(x)

Figura 1.2: Se muestra la gréfica de la funcién In(1 + z) en el intervalo [-1.5,2.5] (linea
roja). También se muestran las gréficas de 4 diferentes sumas parciales, Sy, So, S3 y So.
Note que mientras més términos se consideren en las sumas parciales, la gréafica de S, (x)
se aproxima mejor a la funcién In(1 + x).

1.2. Clase 2

En algunas de las férmulas que introduciremos en las clases siguientes utilizaremos
expresiones que involucran a la funcién factorial n! de un nimero n. En el caso en que
n € N conocemos bien esta funcién y sabemos que estd bien definida, pero en muchos
casos estaremos interesados en generalizar la funcién a nimeros que no pertenecen al
campo de los naturales. De hecho nos gustaria generalizar la funcién factorial al campo
de los niimeros complejos. La generalizacion apropiada de la funcién factorial es la funcion
gama, por este motivo dedicaremos dos clases a su estudio.

1.2.1. Funcion gama

La funcién gama aparece ocasionalmente en problemas de fisica tales como :

= Célculo de probabilidades en mecéanica estadistica.

= La normalizacion de las funciones de onda para el potencial de Coulomb en Mecénica
Cuantica.

En realidad la funciéon gama tiene pocas aplicaciones directas en fisica, sin embargo es
importante porque nos permite desarrollar otras funciones que si tienen una aplicacion
directa en fisica, como por ejemplo, las funciones de Bessel, cuyo estudio serd uno de
nuestros objetivos en la proxima parte del curso. Mas atin, se puede demostrar que la fun-
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ciéon gama pertenece a una clase general de funciones que no satisfacen ninguna ecuacion
diferencial con coeficientes racionales.

En la literatura existen varias definiciones equivalentes de la funciéon gama, aqui pre-
sentaremos tres definiciones diferentes, establecidas por diferentes matematicos y que son
las que se encuentran de manera mas comun en la literatura. Cada una de estas defini-
ciones muestra y enfatiza diferentes caracteristicas y propiedades de la funciéon gama.
Desde luego seré necesario mostrar que estas definiciones son en realidad equivalentes,
lo cual haremos. Utilizaremos la notacién I'(z) introducida por el matemdtico Francés
Adrien-Marie Legende (1752-1833), para denotar a la funcién gama con z € C.

Definicién 1.2.1 Integral definida (debida a Euler).
['(z) = / e 't dt, Re(z) > 0. (1.33)
0

Esta integral tiene sentido si y solo si converge. Para que converja se debe satisfacer la
restriccion Re(z) > 03.

Definicién 1.2.2 Limite infinito (debida a Gauss y a Euler).
Definimos la funcion gama como el siquiente limite infinito
1.-2.3.--n

F<Z)Evzlirgoz(z+1)(z+2)~~(z+n)nz’ 2#£0,—1,-2,.... (1.34)

FEsta definicion implica que si el limite existe, I'(z) esta definida V' z, excepto posiblemente
en los enteros no positivos y en cero.

Definicién 1.2.3 Producto infinito (debida a Weierstrass).

El inverso de la funcion gama estd dado por el producto infinito

1 ad Z
=T (1 —> —z/n 1.35
['(z) = g < YA (135)

donde v es la constante de Euler-Mascheroni, definida por

n

1
v = lim ZE—ln(n—i—l) : (1.36)

3;De donde sale la condicién? Note que la funcién e~ en el integrando de (1.33) asegura que la integral
converge cuando t — oo, ya que la exponencial domina sobre cualquier potencia en ese régimen. En el
caso en que t — 0, el integrando diverge debido al factor t*~1, a menos que Re(z) > 0. Esto es claro si
recordamos que

tz
/tz_ldt = — para Re(z) >0, y /tz_ldt =Int para Re(z) =0,
z

y que el Int diverge para t — 0.
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y cuyo valor numérico a 50 decimales es

v ~ 0,57721566490153286060651209008240243104215933593992.. . .. (1.37)

Recuerde que en el ejemplo 1.1.6, hemos mostrado utilizando el criterio de comparacion
que la serie (1.36) converge.

Antes de mostrar la equivalencia entre las diferentes definiciones de la funcién gama,
deseamos resaltar dos propiedades muy importantes de la funcién:

Propiedad 1.2.4 Relacion funcional basica.

['(2) satisface la siguiente relacidn funcional

[(z+41) = 2I'(2). (1.38)

Propiedad 1.2.5 Polos de la funcion gama.

['(z) tiene polos simples en z =0, —1, =2, —3,...

Comencemos verificando la propiedad 1.2.4, a partir de la definicion 1.2.1. Integrando por
partes la funciéon gama tenemos

I'(z) = /000 e ' dt = /000 [—d(e™"t"") + (2 — 1)e "t"2dt]

= —e T+ (2 — 1)/ e '3t = (2 — 1)/ ettt
0 0
= (z—DI'(z—1).

Haciendo el cambio de variable z — z + 1, obtenemos la ecuacién (1.38).

Esta propiedad también la podemos obtener facilmente de la definicién 1.2.2. Note
que si reemplazamos la variable z — z 4 1 en la definicién, entonces
1-2.3---n .

Fl+1) = nh—>nolo (z+1)(z+2)(z+3)---(z+n+1)n

; nz 1-2.3-
= lim .
n—oo \z+n+1 z(z+1)(z+2)
3 nz 3 1-2-3
lim —— - lim
n—ooz+n+1 noooz(z+1)(z24+2)---(24+n)

::?(z+n)nz)
= aT(2).

Obteniendo nuevamente la relacién (1.38). También es posible mostrar la relaciéon (1.38)
a partir de la definicién 1.2.3. Esto lo dejamos como ejercicio al@ lector@.

De las definiciones 1.2.2 y 1.2.3 podemos notar inmedidtamente que, como una
funcién de la variable compleja z, I'(2) tiene polos simples en z = 0, —1, —2,.... Este
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hecho también se puede observar de la definicién 1.2.1, si utilizamos la descomposicién de
Prym. Reescribiendo (1.33) como

00 1 00
['(z) = / et ldt = / e "7 ldt + / e "7 dt.
0 0 1

El dltimo término del lado derecho de esta ecuacién, estd bien definido para todos los
valores de z. Mientras que para el primer término tenemos

/ ettt = /Z - Sty — Z( 1)n /1t”+z—1dt:§:—n!(<;2nz).

0 0 n=0

Tenemos asi que

[(z) = i 71'(—_1)") + /loo e 7 dt, (1.39)

“—nl(n+ 2
el cual es conocido como el desarrollo de Mittag-Leffler de la funcién I'(z).

Del primer término en el desarrollo (1.39), notamos nuevamente que I'(2) tiene polos
simples para todos los enteros no-positivos y para el cero. Mas aiin, podemos obtener el
residuo de estos polos calculando

lim (z +n)['(z) = (_1)11‘

z—=—n n!

(1.40)

Teorema 1.2.6 Las definiciones 1.2.1, 1.2.2 y 1.2.3 son equivalentes.

Mostremos la vélidez de este teorema. Para ello comencemos mostrando que la definicion
1.2.1, implica la definicién 1.2.2. Consideremos la funcién de dos variables

F(z,n) = /On (1 — %)n#1 dt. (1.41)

Dado que lim,,_. (1 — ;)n = ¢! (definicién de la funcién exponencial), esta funcién se
reduce en el limite n — oo, a la definicién 1.2.1 de la funcién gama

n n o]

lim F(z,n) = lim (1 — E) = hdt = / e ' hdt =T'(2). (1.42)
n—oo n—oo [q n 0

Si ahora, antes de tomar el limite integramos por partes la funcién F(z,n), n-veces de

manera sucesiva, obtendremos un resultado diferente pero equivalente. La idea es que este

procedimiento nos reproduzca la definicion 1.2.2 de la funcién gama. Para ello realicemos

primeramente el cambio de variables u = t/n = dt = ndu

n n 1 1
F(z,n) = / (1 - i) "t = / (1 —w)" (nu)” " 'ndu= nz/ (1 —u)"u"" du.
0 n 0 0
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Integrando por partes una vez, tenemos
F 1 z z
Fzn) = / {d ((1 - u)"u—> +n(l—u)"! u—du}
n? 0 Z z
u? 1 n 1 n 1
= (I1—-uw)"—| + —/ (1—u)"tu”du = —/ (1—u)" v du
z 1y % Jo z Jo
Integrando por partes una vez mas
F(z,n) n [? u?tt Tt
! = — d 1— n-17" —1)(1 = n—2_d
20t im0 ) - 0 -0
241 |1 -1 1
. (1—u)"! - + = / (1 —w)" 2 v du
z z+1, z+1J
-1 /!
- .z / (1 —u)" 2w du.
z z+1 ),
E integrando por partes n-veces obtenemos
F(Zvn) n<n_1)<n_2)21 /1 zn—1g
— = u u
n? z2z4+1)(z+2)---(z+n—-1) J,
B nin—1)(n-2)---2-1  w*|[" 1-2---n
2+ D)E+2) - (z+n—1)z2+n|, z2(z+1)---(24n)
Asi, tomando el limite n — 0o, obtenemos finalmente
1-2.-.n
lim F(z,n) = lim n* =1(z),
n—oo ( ) n—>ooz(2—|—1)...(2_|_n) (>
que es la definicion 1.2.2.
Mostremos ahora que la definicion 1.2.2 implica la definicién 1.2.3.
, 1-2-3---n , 1 1 2 n
['(z) = lim n® = - : n’.
n—oo 2(z 4+ 1)(24+2) - (2 +n) nmooz z4+1 z4+2 z4n
En este producto tenemos n términos de la forma e = H% =1+ %)_1, por lo que

podemos reescribir la funcién gama como

11 z\"1 11
Pz)=lim — [T (1+=)  n = lim ]
(2) Jim + — n fm

(1_’_i>1 6zlnn
m .

m= m=1

Multiplicando y dividiendo esta ecuacion por

p(IHgHgtti)z — 20

ol
™
S
I
—=
™
N
~
U3
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obtenemos
n

—1
F(Z) _ 1 m e—(1+%+%+'-~+%)zezlnn H (1 + i) ez/m7
2 n—00
m=1

con lo cual, la inversa de la funcién gama es

1 n
g =l b | T (14 2) ]

m=1

Pero como vimos en (1.36), la serie

i (33 -mn).

k=1

es la constante de Euler-Mascheroni. Obtenemos asi finalmente
Lo e
z

g T 2) ). (.43

que es la definicién 1.2.3 de la funcién gama.

Una vez que nos hemos convencido de la equivalencia entre las tres definiciones que
hemos presentado de la funciéon gama, calculemos algunos valores de esta funcion.

De la definicién 1.2.1 podemos calcular directamente el valor de I'(1/2) y T'(1)

1 &0 1 o 1 > 2
r <_> :/ et gt :/ el dt = 2/ e dr =/, (1.44)
2 0 0 0

donde en la pentltima integral hemos hecho el cambio de variable t = r? = dt = 2rdr.

(1) :/ ettt dt:/ e tdt =—et
0 0

De estos valores y de la propiedad 1.2.4, podemos calcular el valor de la funcién gama
para todos los niimeros naturales y semienteros positivos*. Para z € N tenemos

= 1. (1.45)
0

I'(z+1) = 2I'(2),
r@2)=rC(1+1) = I(1)=1,
I(3)=0(2+1) = 20(2)=2-1=2I, (1.46)
D) =T(3+1) = 30(3) =32 =3I,

I'n)=T'n—1+1) = n—DI'n—1)=Mn—-1)-(n—2)! =(n—1)!

4A menos que se establezca lo contrario, cuando nos referimos a los ntimeros semienteros, nos referimos

a ntimeros de la forma: 255 con n € Z. Estoes, ...,—3, -3, 1,3

20 2020 2077
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Mientras que para los niimeros semienteros positivos
3 1 1 1 N3

(- r=+1) = =I't=)=—-—
() -ra+1) - o (3)-%

r(g) :PGH) = gr (g) :%, (1.47)

on 4+ 1 o — 1 m—1 2n—3 1
r(n+)=r<—n +1) S molmod LAY -,

2 2 2 2 2 2n

conn € N5,

En la figura 1.3 mostramos la grafica de la funciéon gama segun la definicion 1.2.1,
para z € RT. La gréfica incluye todos los valores que hemos calculado para los niimeros
naturales naturales y los niimeros semi-enteros positivos.

Funcion gama

[N
S o ® o
A S Y S S B s

N
T B i B R R

=]

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

o
[N
N
w
IN
o

Figura 1.3: Grafica de la funcién I'(z) para z € R*, de acuerdo con la definicién 1.2.1.

Ejemplo 1.2.7 Volumenes de esferas y bolas en dimesiones arbitrarias.

Cuando trabajamos en espacios cuya dimension es muy grande, como en teoria de
cuerdas ® o en mecdnica estadistica 7, debemos ser precisos cuando hablamos del volumen
de esferas. Primeramente hagamos una distincion entre el concepto de bolas y el de esferas.

®No estd de més enfatizar que el valor I'(1/2) = /7, no se obtiene de esta relacién. Sélo obtenemos
los valores para n € N.

6La teorfa de cuerdas es una teoria que intenta unificar las cuatro interacciones fundamentales que
conocemos: la fuerza fuerte, la fuerza débil, la fuerza electromagnética y la fuerza gravitacional. Para que
la teorfa sea consistente, las cuerdas relativistas deben vivir en espacios-tiempo de 10 dimensiones. La/El
lector@ interesad@ en aprender esta teorfa a un nivel introductorio, puede consultar [10].

"En mecénica estadistica se calculan ciertas cantidades en el espacio fase de un sitema de muchas
particulas. Recuerde que el espacio fase de una sola particula es un espacio de 6 dimensiones.
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En R3 definimos la 3-bola como la region:
B*(R) : 2% + 25 + x5 < R
Esta region estd acotada por la 2-esfera
S%(R) : % + 25 + 235 = R”.
En general definimos las bolas como los subespacios de R que satisfacen:
BYR): 2t + a5+ + 23 < R
y que estdn acotadas por la (d — 1)-esfera, denotada por SP1(R),
STHR) 2 i+ -+ 2k = R

La notacion es clara. En B4(R), d es la dimensién del espacio y R es el radio de la bola.
Si escribimos simplemente B, supondremos que R = 1.

Figura 1.4: B%(R) es el disco de radio R (objeto 2-dimensional) encerrado por S(R) la
circunferencia de radio R en R? (objeto 1-dimensional). B? es el disco de radio R = 1
encerrado por la circunferencia unitaria S?.

Terminologia: Para evitar confusion, uno siempre habla de volumenes.

n S el espacio es de dimension d = 1, volumen= longitud.
= Si el espacio es de dimension d = 2, volumen= area.

= Si el espacio es de dimension d = 3, volumen= volumen, etc.

Los volumenes de la 1-esfera y de la 2-esfera son
vol(SY(R)) = 2rR,
vol(S*(R)) = 4nR?

UOl(Sdil(R)). = LOZ(SH)RH
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donde vol (ST1(R)) es el volumen de la (d—1)-esfera de radio R. vol(S*) = 2, vol (5?%) =

47 yvol(S?71) es el volumen de la (d—1)-esfera unitaria, que deseamos calcular en general.

Asi uno de los objetivos de este ejemplo es calcular el volumen de la esfera unitaria
S4=1. Consideremos el espacio Euclideo R? con coordenadas: x1, o, ..., xq. Sea v la co-
ordenada radial r* = x3 + 23 + -+ + 22, Para calcular el vol (S*') haremos uso de la
posibilidad de calcular la integral

1, = / e dridxy - - drg, (1.48)
R4

de dos maneras diferentes, donde una de las dos maneras involucra precisamente el volu-
men deseado.

Forma 1: Calculemos directamente esta integral como un producto de integrales gau-
sianas

I; = /er2d$1dx2---da:d:/ e~ @Hadt42d) g dy - - - diy
Rd

Rd

& 2 & 2 & 2 d & 2 d
= / e "1 d:z:l/ e *2dxy-- / e Tidyy = H/ e "idr; = H V=2
- - i=1Y > i=1

—00 o0

. . .. . 0 2 ,
Dado que la integral gausiana unidimensional es [ e " dx; = \/7. Hasta aqui no hemos
. —00
mvolucrado el volumen que deseamos calcular.

Forma 2: Calculemos nuevamente la integral (1.48) pero esta vez introduciendo ex-
plicitamente el volumen de la (d — 1)-esfera. Esto se logra haciendo la integral en co-
ordenadas esféricas. Si hacemos una foliacion 8 de RY en cdscaras esféricas de radio r,
esto es, en superficies ST(r), el volumen comprendido entre ST (r + dr) y ST1(r) es:

vol (SY(r))dr, asi
Id:/ e vol (S (r)) dr.
0

Pero el vol(S41(r)) = r?¥ ol (S41), con lo cual la integral queda escrita en la forma

I; = vol(S*) / e il dr.
0

8Intuitivamente una foliacién es un conjunto de cortes del espacio original en piezas de dimensién
menor. Por ejemplo se puede foliar el espacio euclideo tridimensional (R?) considerdndolo como un apila-
miento de planos euclideos infinitos (R?) uno encima de otro. Para nuestro problema piense por ejemplo
en una cebolla. La cebolla es un objeto de tres dimensiones y piense en las capas de cebolla que la forman.
Si el grueso de estas capas fuera muy pequeno, podriamos considerar que estas capas son objetos de dos
dimensiones. En un lenguaje mas formal diriamos que la cebolla descrita por B3(R) se folia en capas
descritas por S2(r), donde el radio de cada una de las capas satisface la desigualdad r < R. De manera
analoga, podemos foliar el espacio euclideo R? en esferas S~1(r), con r € [0,00). En este caso estamos
considerando que R? = BY(R — o). Esto es justamente lo que usted hace en el caso de R? e integra en
coordenadas polares.
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Realizando el cambio de variable: t = r? = dr = t~Y/2dt/2,

I =

— %UOZ(Sd—l)P (g) :

* dat 1 >
vol(Sd_l)/ et ld=1/24=12 —vol(Sd_l)/ taletdt
0 2 2 0

Tenemos asi dos resultados diferentes para la integral (1.48), igualandolos obtenemos fi-

nalmente
27Td/2 27Td/2
l d—1\ _ l d—1 — d—1
vol(S977) T(d/2) = wol(S“(R)) Td/2)
Veamos que la formula obtenida reproduce lo que conocemos
2m2/2 2m
o _ 2-1y _ _ T _
vol(S™) vol(S°77) T2/2) . T, v
271'3/2 271'3/2
2y 3—1y _ _ _
vol(S*) = wol(S°7") = rG2) Py =4r, v
2m4/? 272
1(S3) — 1(§41) — _ o2
vol (S?) vol(S*77) T(12) 1 T,
or®%  2xS2 8
4\ 5—1\ _ _ — 2
vol(S*) = wol(S°7") = TG/ T =3
s Cudl es el volumen de las bolas BY(R)? Note que en este caso
vol(B*(R)) = =R
4
vol(B*(R)) = §7TR3,
vol(BY(R)) R vol(BY)
Pero
1 1 9 d/2 ord/2 pd|t
vol(BY) = / vol (S (r dr:/ ri=tdr = —| =
B = f, SO J ra) T/ dl,
/2
- r(1+9)

Con lo cual concluimos que
/2

I'(1+9)

/2

vol(B?) = m

= wol(BYR)) =

(1.49)

/2 1

T(d/2)d

(1.50)
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Note que podemos calcular B4(R) directamente

R
ond/2 pd /2

vol(BY(R)) = /0 vol (%7} (r)) dr = F(d/Q)E 0 - m "

Chequemos que la formula obtenida reproduce lo que conocemos

I(B*(R)) e T g
VO = = — =
T(2) T
3/2 3/2 4
I(B*(R)) = R} = R} = _1R?
vol(B”(R)) 1(5/2) %71.1/2 3 v
vy 2
I(BYR)) = —=R'=—R'
Ejemplo 1.2.8 Funcion beta
La funcion beta se define como
1
B(u,v) :/ tH1 —t)v . (1.51)
0
Mostremos que esta funcion se puede escribir en términos de la funcion gama como
()T (v)
= ———. 1.52

Para ello utilicemos la representacion integral de Euler de la funcion gama. Tenemos que
['(uw)T'(v) :/ e_qq“_ldt/ e %5 ds, Re(u) > 0, Re(v) > 0.
0 0

Realizando los cambios de variable: ¢ = x* = dq = 2xdx en la primer integral, y s = y?
= ds = 2ydy en la sequnda, tenemos

C(u)T(v) = 4/ e_$2x2“_1dx/ eyl dy = 4/ / e~ (@) p2u=ly 201 g gy,
0 0 o Jo
Realizando esta integral doble en coordenadas polares (x = pcosp, y = psin¢), obtenemos
T/2 oo )
D)l (v) = 4/ / e P p? P cos® T g sin® ! ¢ pdpdp
0 0

o0 w/2
= 4/ ep2p2“+2”1d7"/ cos™ 1 ¢psin® ! .
0 0
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Realizando finalmente los cambios de variable: p = p*> = dp = dp/(2p) en la primer
integral y t = cos® ¢ = dt = —2sin¢cos ¢ en la sequnda, obtenemos

0 1
F(u)l(v) = / e_pp“+”_1dp/ 11— )t = T(u + v)B(u,v),
0 0
de lo cual se sigue directamente la ecuacion (1.51).

Ejemplo 1.2.9 Funcion gama en la Mecdnica Cldsica

Determine el periodo de oscilacion T en funcion de la energia, para el movimiento
de una particula de masa m en un campo cuya energia potencial es ®

U = Alz|™ (1.53)

Para una particula en este potencial tenemos que la energia del sistema esta dada por

r .
E = -mi*+ Alz|"
2
Como usted aprendio en su curso de Mecanica Clasica, para poder obtener el periodo del
movimiento debemos escribir primero la ecuacion anterior en términos de la velocidad

'2—3 _ n d_[E_ 3 _ n
#elEoaer > 2o 2B A,

y después separar la parte de la ecuacion dependiente del tiempo respecto de la parte

dependiente de la posicion
dx

VEVE= AR

Ahora bien, todos los potenciales de este tipo: U = Alz|" son funciones pares U(z) =
U(—x). Asi para calcular el periodo de oscilacion, que es igual a 2 veces la amplitud®,
basta con calcular el periodo de 0 a x¢ (donde |x| = ) y multiplicarlo por cuatro. El punto
de retorno xq tiene la propiedad de que la velocidad se anula, esto es

dt =

E 1/n

Con lo cual

/n
fm [ d ()" dw/VE
=4 %/ x zzx/gm/ L

o \J2VE- A 0 J(1 = Agn)
9Es claro que la constante A tiene unidades: [A] = & gj

10Te recordamos al@ lector@ que la amplitud es la longitud que va de —xy a xg, donde -y v 2o son
los puntos de retorno.
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Haciendo el cambio de variable y = (4)1/n:c = dr = (%)1/71 dy con lo cual los limites de

E
integracion son ahora <x =0=y=0z= (%)1/11

T‘”_/ £ ”ﬁ( ) [ A

Sustituyendo ahora y"* = u (ya que y = u*/™ = dy = %u%_l), la integral se reduce a una
funcion beta

~WEE) A WEE) 06

Como vimos en el problema anterior, la funcion beta se puede expresar mediante funciones

gamma
o2 i () "ty
nV E\A) TQE+1y
y dado que T'(3) = /7 obtenemos finalmente

2 [2rm (E\Y" T(2)
r

= y= 1), obtenemos

(1.54)

T=—=\—

n E

Por ejemplo para n =1 (con A > 0) tenemos
2rm (E\ I'(1) 4
—o /22 (= — 2 \VomE
" E <A) r@E) ~ A

2 [2mm (E sz‘(%)_ 2m
oV B \4) Tty "V a

jPara un oscilador armonico el periodo no depende de E'!

mientras que para n = 2

1.3. Clase 3

En la clase anterior hemos definido la funciéon gama de tres formas diferentes pero
equivalentes. Mds aun, utilizando la definicién 1.2.1 hemos calculado los valores de la
funcién para todos los nimeros naturales divididos entre dos: 1/2, 2/2 =1, 3/2, 4/2 =
2,..., etc. y hemos mostrado la grafica para el caso en que z € RT. Del valor de la
funcion gama para los nimeros naturales (ec. (1.46)), vemos que existe una relacién entre
la funcién gama y la funcién factorial, I'(n) = (n —1)!. Comencemos esta clase definiendo
la funcién factorial.
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1.3.1. Funcidn factorial

Definimos la funcién factorial en términos de la funcién gama como
I'(z)=(z-1)! (1.55)

Concentremosnos en la forma de Euler de la funcién gama, (def. 1.2.1)

'(z) = /0oo e 't Ndt = (2 — 1)! (1.56)

Dado que el exponente —1 en la variable ¢ es latoso. Podemos redefinir la integral de
manera tal que no aparezca

Definicién 1.3.1 Funcion factorial.

Definimos la funcion factorial z!' como

/ e "tPdt =z, con Re(z) > —1, (1.57)
0

Con esta definicion es claro que
[(z) =(z—1)! 6 ['(z+1) = 2! (1.58)
Ocasionalmente ain encontraremos la notacién de Gauss para la funcion factorial
H(z):1-2~--z:z! (1.59)
Por ejemplo, si z =n con n € N, entonces segtn el resultado (1.46)
'n)=n-1)1=1-2-3---(n—1), = zl=nl=Tn+1)=1-2---n,

que es el factorial usual.

En términos de la funcién factorial la propiedad 1.2.4 se reescribe como
Fz4+1)=zI(2) = zl=z(z-1) (1.60)
De lo cual se sigue inmediatamente que

N=11-1! = 11=0=1. (1.61)
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1.3.2. Notacidon factorial doble

En muchos problemas de la fisica matematica, por ejemplo en (1.4), (1.47) y co-
mo veremos mas adelante, en los polinomios de Legendre, encontramos productos que
involucran sélo los nimeros pares o sélo los ntimeros impares. Por conveniencia a estos
productos se les denota con un factorial doble

1-3:5---(2n+1) = (2n+ 1! (1.62)
2:4-6---2n = (2n)!! (1.63)

Note que estos factoriales dobles se pueden escribir en términos del factorial usual

a1 =2-4-6---2n=(2-1)-(2-2)-(2-3)---(2-n) =2"(1-2---n) = 2"n! (1.64)

2 4 6 2n
2 1M = 1.3.5...(2 N=1-2.3.-.5.-...._-.(2 1
(2n+1) 3:-5---(2n+1) 23456 2n(n+)
1-2:3---2n-2n+1) (n+1)!  (2n+1)!

2:4-6---2n @2t 2!

(1.65)

Ejemplo 1.3.2 Valores de T (25), con n € N.

En (1.47) hemos calculado el valor de la funcidn gama para los nimeros semi-enteros

positivos, los cuales son de la forma: 2”2—“ con n € N, obteniendo

o+ 1
F( ”; )—\2/—51-3-5-(271—1).

Podemos reescribir este resultado con ayuda de los factoriales dobles, ya que

2n-1)+1)!  (2n—1)!
2n=l(p — 1)1 2n-l(n — 1)

1-3:5---2n—1)=2n—- 1l =

con lo cual

F(2n+1) ﬁ(?n—l)”— Vr(2n —1)! (1.66)

2 ) n ST 2l — 1)l

1.3.3. Continuacion analitica de la funcion gama

Note que en la definicién 1.2.1 de la funcién gama

['(z) = /000 e tt7 1 dt, Re(z) > 0. (1.67)



26 1 PRELIMINARES

Podemos diferenciar la funcién I'(z) con respecto a z y las integrales atin convergen

dr © g 00
(2) z/ et Lt dt:/ et 7 Llogt dt.
dz 0 dz 0

zlogt

Reescribiendo t* = e , obtenemos

dl'(z)
dz

— / et elz—1)logt log t dt.
0

Note que aunque el Iim,_q log t — diverge, la funcién e*~11°8* hace que la integral converja
ent— 0.

Las derivadas superiores de I'(z) también llevan a integrandos con potencias de logt
y siempre la funcién e*~1198t asegurars la convergencia de la integral en t — 0. Con-
cluimos por lo tanto que

['(z) es finita y analitica para todos los puntos con Re(z) > 0.

Escribir la relacion 1.2.4 de la funcién gama en la forma

I'(z) = @ (1.68)

nos permite evaluar la funcién I'(z) en la regién
—1+e<Re(z)<e con € una cantidad pequena y positiva, (1.69)
en términos de I'(z + 1), la cual sabemos que es analitica para todos los puntos con
Re(z+1) > 0. (1.70)

La funcién asi definida y la funciéon gama original, tienen una regién comin de conver-
gencia y podemos por tanto definir una continuacion analitica a la region

—14+e< Re(z) <e.

Podemos repetir este proceso iterativamente para cubrir mas y mas regiones en el lado
izquierdo del plano complejo, hasta cubrir el plano de manera completa, debido a las
diferentes extensiones analiticas. Por ejemplo, cambiando z — z + 1, obtenemos

I'(z+2)
z4+1

T(z+1) = I(z) = % (1.71)

donde I'(z42) es valida para Re(z) > —2. Note que en esta definicién de la funcién gama,
aparecen explicitamente dos polos, uno en z =0 y otro en z = —1.
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En la iteracion siguiente utilizamos nuevamente la relacion 1.2.4 para expresar a
['(z + 2) como
I'(z+3)
z+2

I'(z+3)
L)

['(z+42) = I'(z) = (1.72)

la cual es vélida para Re(z) > —3. Continuando iterativamente concluimos que:

La funcion I'(z) que se construye por continuacion analitica, no es analitica en todo
punto del plano complejo, ya que como hemos visto tiene polos simples aislados en los
puntos z =0, —1, =2, =3, ...

Ejemplo 1.3.3 Funcion gama de numeros negativos.

St queremos calcular el valor de la funcion gama para un nimero real negativo x, en

el intervalo: x € (—1,0), utilizamos la relacion (1.68). Por ejemplo si x = —1/2, tenemos
1\ I(-3+1 1
r (——) = Ll) = —2T (—) = —2\/T. (1.73)
2 -1 2
Si ahora queremos calcular el valor de la funcion gama para un nimero real negativo x,
en el intervalo: x € (—2,—1), utilizamos la relacion (1.71). Por ejemplo si x = —3/2,
tenemos ( 5
3 I'(—5+2 4_ /1 4
r{-)l=—~2_"= _“1(Z) =21 1.74
(2)= Sy (a) = a7

Y asi sucesivamente.

En la figura 1.5 mostramos la grafica de la funcién gama en todo el plano complejo.

Como hemos definido la funcién factorial en términos de la funcién gama, también
es posible una continuacién analitica de la definiciéon 1.3.1. En este caso como vimos en
(1.60), la propiedad 1.2.4 se escribe como

|
(z—1)= %, con Re(z) > —1.

Una consecuencia de esta relacion y de su continuacién analitica a todo el plano complejo
es que n! = +oo si n es un entero negativo. Esto es facil de visualizar ya que por ejemplo
para z = 0 obtenemos

0! 1

(0_1>!:6 = (—1)!:——>oo,

De la continuacién analitica de esta expresion

(z —1)!

(z—2)! = pop|
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Continuacion analitica de la funcion gama

U3

N

Figura 1.5: Se muestra la grafica de la funcién I'(z) en todo el plano complejo. Esta gréfica
se obtiene por continuacion analitica de la grafica 1.3

la cual es vélida para Re(z) > —2, obtenemos

—1)!
(—=2)! = =t — —00,
-1
ya que (—1)! diverge. Podemos continuar iterando y obtener este mismo resultado para

todos los enteros negativos. El resultado no deberia sorprendernos, ya que como hemos

visto, la funcién gama tiene polos simples en z = 0, z = —1, z = —2,..., y la funcién
factorial se obtiene de la funciéon gama remplazando la variable z por z — 1, con lo cual
concluimos que la funcion factorial tiene polos simples en z = —1, z = =2, ..., etc. En la

fig (1.6) presentamos la grafica de la funcién factorial en todo el plano complejo

Ejemplo 1.3.4 Desarrollo binomial.

Una aplicacion importante del desarrollo de Taylor es la obtencion del teorema bi-
nomial para potencias negativas y/o potencias no enteras.

Si f(x) = (14 2)", en la cual n puede ser un entero no negativo o un nimero no
entero, la aplicacion directa de la ecuacion (1.28) con a =0, da como resultado

—1 -1 -2
(1+x)":1+nx+n(n2‘ )x2+n(n 3)|(n )x3+---~|—Rk,
donde el residuo Ry es
k
Rk:%(1+§)”_k-n(n—1)---(n—k:+1),

donde & es un punto entre 0y x (0 < & < x). En el caso en que k > n, (1+£)"* es un
mazimo para & = 0. Por lo tanto

k

ng%n(n—l)---(n—k—l—l).
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/\ “

Figura 1.6: Grafica de la funcién z! en todo el plano complejo. Note que la funcién tiene
polos en los enteros negativos.

Note que los factores que dependen de la potencia n del binomio, no se anulan a menos
que n sea un numero entero no negativo. Note también que en el limite k — oo, Ry — 0
si la variable x estd restringida al rango 0 < x < 1.

El desarrollo binomial es por tanto

-1 —1)(n—2
(1+x)":1+nx+n(n2' )x2+n(n 3)'(” )xg—i---'—l—---. (1.75)

O en notacion equivalente

> n! > F(n -+ 1) > n
1 R ) P— = k 1.76
(1+2) ;k!(n—k)!” ;F(kﬂ)r(n—kﬂ) %(k)x (1.76)
donde la cantidad ( Z ) = k!(ﬁn)! = F(k+1;)(?a12k+l), es llamada el coeficiente binomial.

Aunque solo hemos mostrado que el residuo se anula para 0 < x < 1, es posible
mostrar que el desarrollo binomial se puede extender al rango —1 < x < 1. Como hemos
discutido cuando n es un nimero entero, el factorial (n — k)! = +o00, si k > n, y la serie
términa en k = n.

1.3.4. Formula de reflexion

En sus curso de variable compleja usted estudié funciones como: cscmz o cotmz y
aprendio que estas funciones tienen polos en todos los niimeros enteros.

Es posible construir una funcién a partir de la funcién I'(z) que también tenga polos
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en todos los enteros, esta funcion es simplemente
L)1 - 2), (1.77)

ya que ['(2) tiene polos en z = 0, —1, —2,..., etc. y ['(1 — z) tiene polos en z = 1, 2,
3,..., etc. Una pregunta que surge inmediatamente es: ;jExiste alguna relacion entre la
funcién (1.77) y alguna de las funciones cscwz o cot mz7.

Para dar respuesta a esta pregunta consideremos la definicién de Euler 1.2.1 de la
funcion gama

F(z)E/ e =t dt.
0

Haciendo el cambio de variable t — ¢ = dt — 2tdt, tenemos
I'(z) = / e () 2t dt = 2/ e 121 dt.
0 0
Con lo cual
[(a)(1—a) = 4/ e g2t da:/ eV Yyl gy
0 0

= 4/ dx dy e (FHy?) ga=11-2a
Lo Jo

1ntegral en el cuadrante I

Realizando esta integral en coordenadas polares (z = rcos@ y y = rsinf) obtenemos

Fa)(1l—a) = / / = (rcos6)2 " (rsin 0)'2* rdfdr

00 ) 5 1 9)
= 4/ (cot )%~ 1al@/ re” " dr —4/ (cot §)*1 dﬁ—/ e “du.
0 0 0 2 Jo

—_——
=1

Si hacemos el nuevo cambio de variable s = cot § = ds = — csc? 0df = —(1 + tan?0)dh =
—(1 + s%)df, obtenemos

0 82(171 o] 82(171
F(@)(1—a)= —2/ ds = 2/ ds.
0

o 1+ 82 142

Restringiendo a de forma tal que 0 < Re(a) < 1, usted mostrara en su tarea que
00 82(1—1 T
/ ds = — .
o 1482 2sinwa

[(a)I(1—a) =

De lo cual concluimos que

sinma’
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Realizando la continuacién analitica de esta relacion obtenemos finalmente

™

L)1 —2) = férmula de reflexion. (1.78)

sinmz’

. Para que sirve esta formula de reflexion? Sirve para escribir la funciéon gama de cualquier
nimero complejo z cuya parte Rez < 0, en términos de la funciéon gama de un ntimero
complejo con Rez > 0.

Ejemplo 1.3.5 Si queremos calcular I'(—1/2) utilizando la formual de reflexion tenemos

r (—%) r (1 + %) = ﬁ = T (—%) = —ﬁ =% = 2y (1.79)

2

3

Resultado que coincide con el obtenido en el ejemplo 1.5.3, donde utilizamos la extension
analitica. Para asequrarse de que estd entendiendo las cosas satisfactoriamente, muestre
que el valor que se obtiene para I'(—3/2) utilizando la formula de reflexion, también co-
incide con el obtenido en el ejemplo 1.3.5.

1.4. Clase 4

En fisica a menudo nos encontramos con fenémenos donde se involucra el concepto
de un pulso de duracion “infinitamente corto”. Por ejemplo, en su curso de Mecanica
Cléasica usted estudié una magnitud fisica llamada impulso, la cual se introduce cuando
se cambia el estado de movimiento de un cuerpo al aplicarle un “golpe repentino”. El
impulso se denota comunmente con la letra I. Como ejemplo piense en un penalty, en
este caso tenemos inicialmente al balén en resposo, y con un poco de suerte, el balén
puede acabar en la red del equipo contrario después de chutar con algo de técnica (Si
chuta con una buena técnica entonces no necesita la suerte). Después del chute el balén
adquiere un momento que es igual al impulso asociado al chute mismo. Analiticamente
esta afirmacion se escribe como

to+71
mv=1= / F(t)dt,

to

donde F(t) es la fuerza y 7 la duracién del chute (técnicamente de la accién de la fuerza
sobre el balén). El término “repentino” implica que 7 se considera infinitamente pequena
y por tanto, que el cambio en el momento ocurre instantaneamente. Sin embargo, dado
que el cambio en el momento es un nimero finito, se sigue que la magnitud de la fueza F'(t)
debi6 haber sido infinita durante el golpe al balén y cero en cualquier otro momento. Este
tipo de descripciones no se puede formular apropiadamente con los conceptos matematicos
que conocemos, mas aun, la descripcién tampoco es rigurosa desde un punto de vista fisico.

En la realidad, la grafica de la fuerza es una curva muy “picuda” (muy estrecha y
muy alta) y satisface la propiedad que el drea bajo la curva es igual a I. En la gran mayoria
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de los problemas fisicos, la forma exacta de la grafica no se conoce, sin embargo, en lo
correspondiente a los efectos fisicos observables asociados con tal funcién, usualmente esta
falta de informacion no importa. Lo que tiene significado es la integral de la fuerza, esto
es, el valor del impulso, I = tzo+r F(t)dt. Dado que estos fendmenos aparecen en todas
las ramas de la fisica, dedicaremos este capitulo a estudiar la matematica necesaria para

tratar con estos problemas de manera adecuada.

1.4.1. Delta de Dirac

Para poder facilitar una buena cantidad de operaciones en la fisica matematica y
particularmente en la Mecanica Cuantica, el fisco teérico Britanico, Paul Adrien Maurice
Dirac (1902-1984), propuso en su libro Principles of Quantum Mechanics publicado en
1930, la introduccién de la llamada “funcién delta” §(z).

Informalmente la delta de Dirac es una “funciéon” que representa un pico infinita-
mente agudo expresado simbdlicamente por

&@:{ 0 z#0, (1.80)

oo, x =0,

pero tal que la integral de §(z) estd normalizada a la unidad ™

/mé@wle (1.81)

o0

Propiedad 1.4.1 Propiedad de filtro.

La delta de Dirac satisface la propiedad siguiente
| @)= 1(0), (132
donde f(z) es una funcion continua.

Esta integral puede ser “evaluada” utilizando el argumento siguiente. Dado que d(z) =0
para x # 0, podemos cambiar los limites de integracién en la ecuacion (1.82) a —e y ¢,
donde ¢ es un nimero positivo infinitesimal. Més atin, dado que f(z) es continua en z = 0,
sus valores dentro del intervalo (—¢,¢) no diferirdn mucho de f(0) y podemos hacer la
aproximaciéon siguiente

€

/_Z f(x)d(z)dx = /_i f(x)o(x)dr ~ f(O)/ 5(x)dz.

—&

En el contexto del procesamiento de sefiales, usualmente se denomina a la delta de Dirac como la
funcién impulso unidad.
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Esta aproximacién es mejor a medida que € — (. Sin embargo

/ 5

para todos los valores de ¢, porque d(z) = 0 para z # 0 y d(z) estd normalizada. Asi en

el limite € — 0, tenemos
| @i = 1(0)

Esta integral es algunas veces llamada la propiedad de filtro de la funcion delta, ya que
d(z) actia como un filtro, seleccionando de todos los posibles valores de f(x) su valor en
el punto = = 0.

1.4.2. Secuencias delta

La afirmacién de que la funcién §(z) estd dada por le expresion (1.80)

5(33):{ 0 z#0,

oo, =0,

no es una afirmacion apropiada y no se puede utilizar para definir una funcion, mucho
menos una funcién integrable. Una posible definicién alternativa podria ser definir la
funcion 6(x) como la funcién que satisface la propiedad de filtro (1.82)

/%5@M@Mx=ﬂ®,

para toda funcién continua f(x). Sin embargo es posible mostrar de que no existe ninguna
funcion con esta propiedad. Concluimos entonces que:

jla funcion delta no es una funcion en el sentido matemadtico usual!

., Que hacemos entonces? ; Dirac nos engano? Lo que sucede es que existen secuencias
de funciones de pico pronunciado, las cuales en el limite en que el pico es infinitamente
delgado e infinitamente alto, satisfacen la propiedad de filtro.

Definicién 1.4.2 Llamamos secuencias delta 6, (), a una secuencia de funciones de pico
pronunciado, que satisface

o0

lim On(x) f(z)dz = f(0).

n—oo
—0o0

Ejemplo 1.4.3 La secuencia de funciones

0, x < —%,
on(z) =4 n, —5<z<5, (1.83)
0, .r > L

2n’
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Ejemplo de secuencia delta

-0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6

Figura 1.7: Se muestra la gréfica de la secuencia delta (1.83), para los valores: n = 1,2,3 y
10. Note que a medida que se incrementa el valor de n, la graficas se vuelven més angostas
y altas. El aréa bajo la curva para cada 9,, es siempre 1. Desde luego, las lineas vérticales
no pertenecen a las gréaficas, pero se ponen para hacer mas clara el area delimitada por
cada grafica.

es una secuencia delta.

Para verificar esta afirmacion consideremos la integral

| st

para cualquier funcion arbitraria f(x). De la expresion (1.83) para la secuencia delta
tenemos

/Z On(2) f(x)dr = / nf(z)dz =n g f(z)dz.

1 1
2n 2n

Invocando el teorema del valor medio para integrales, podemos deducir que

1

n [ fade =no f©) = £©), o 5o <E< o

2n

En el limite n — oo, & — 0. De la continuidad de la funcion f(x) se sigue que f(§) —
f(0), obteniendo ast el resultado

o

lm [ 6,(z)f(x)dx = f(0),

n—oo
— 00

el cual indica que la secuencia (1.83) es una secuencia delta.
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Note que la secuencia delta (1.83) no es derivable en 0. Para muchos propésitos es deseable
construir secuencias delta de funciones que sean continuas y diferenciables. Por ejemplo,
algunas seceuncias delta con estas caracteristicas son

n 2.2

5n<l') = ﬁ@in r y (184)
n 1

@) = i (1.85)
: Lo

on(x) = 512;& =5 e tdt. (1.86)

Todas estas funciones estan normalizadas a la unidad
/ 5o()d = 1, (1.87)

y cada secuencia satisface la propiedad de filtro (1.4.2).

No estd de mas enfatizar que es incorrecto decir que las secuencias convergen a la
funcién delta. De hecho los limites de estas secuencias no existen, segiin la definicién usual
de convergencia.

1.4.3. Propiedades de la delta de Dirac

Una vez que hemos definido la delta de Dirac, nos gustaria saber ahora como ope-
rar con/en ella. jEs posible decir algo sobre su derivada? La respuesta a esta pregunta es
afirmativa y las secuencias delta hechas de funciones diferenciables nos permiten responder
a la pregunta de manera precisa.

Propiedad 1.4.4 Propiedad de filtro de las derivadas.

La delta de Dirac satisface la propiedad siguiente

~ds@) , . df(0)
/ Wf(x)dx i (1.88)

o0

con f(x) una funcion diferenciable.

Para mostrar esta propiedad consideremos como ejemplo la secuencia delta (1.84), formada
por funciones Gaussianas. Tenemos que su derivada estd dada por 2

12Note que estas derivadas estdn bien definidas porque las &, (z) son funciones bien comportadas, lo
que no es una funcién es el lim,, . 0, ().
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Si consideramos la integral

Ja

oo dx

tenemos después de integrar por partes

/mﬁ%ﬁhmmm:éamﬂm

oo dx

Suponiendo que '3

, VRN B
i 6, () f(z) = Mm N3 f(z) =0,

entonces al tomar el limite n — oo, obtenemos

. [ don(x) -~ > , o
lim 20 payr = - /_OO 5.0(2)f/(@)dz = — F(0). (1.89)

n—oo

—0o0
0 en notacion compacta

/myﬁﬁﬂ@dxz—fm)

[e.o]

Esta propiedad se puede generalizar para derivadas de orden superior, obteniendo

nlggo h %f(x) dx = (—1)mw. (1.90)

oo dx™

Donde se asume que las funciones involucradas son m-veces diferenciables y que las inte-

grales .
/_ Pon(®) 103 (1.91)

k
w dx

convergen VnyVk,conk=0,1,... m.

Desde luego en este caso también es posible adoptar una notacién similar a (1.88)
y escribir el resultado (1.90) en la forma

/OO 4"0n(@) ) g = (—1yn SO (1.92)

dz™ dx™

o0

Con esto queda claro que considerar a 6(z) y sus derivadas como funciones en el sentido
ordinario (recuerde que nos son funciones en el sentido ordinario), es un método econémi-
co para obtener resultados que dependen de ciertos procesos de limite, sin ir a ellos. Este
procedimiento es ampliamente utilizado en la literatura en fisica y produce resultados
correctos. Usted lo podra utilizar sin problemas, pero ahora usted esta consciente de su
significado.

13Esta suposiciéon ususalmente es verdadera dado que consideramos funciones f(x) para las cuales la
integral [~ 4, () f(z)dz, converge.



1.4 CLASE 4 37

Podemos desarrollar las diferentes propiedades de la delta d(z) mediante operaciones
analiticas formales donde tratamos a la delta de Dirac como si fuera “funciéon”. Esto se
hace considerando como propiedades basicas de la delta de Dirac las propiedades siguientes

5(:::):{ 0 z#0,

o0, =0,

/_Ooa<x>dx:1, /_Oof<x>5<x>dx:f<o>, 5(a) = - 5(x),

(o)

e ignorando su justificaciéon matematica.

Algunas propiedades de la delta de Dirac

La delta de Dirac satisface varias propiedades y conocerlas es de mucha utilidad
cuando resolvemos problemas especificos en fisica. Por ejemplo, para el producto de la
delta de Dirac con una funcién se tiene que

zé(x) = 0, (1.93)
flz)o(x —a) = f(a)d(z —a). (1.94)
La paridad de la delta de Dirac y de su derivada es
i(—x) = do(x), (1.95)
§'(—x) = —d0'(v). (1.96)
También satisface las relaciones
1
d(ax) = mé(x), a # 0, (1.97)
1
§(z* —a®) = 2—a[(5(3:+a)+(5(x—a)], a>0, (1.98)

y las propiedades de filtro
| t@it—ads = fia)
/ (a —x)d(x —b)dr = 0(a—0b).

1.4.4. Distribuciones

Las ideas que nos permitieron desarrollar el concepto de la delta de Dirac en las
subsecciones anteriores se pueden sistematizar en lo que se conoce como la teoria de
distribuciones o funciones generalizadas. Las funciones generalizadas fueron introducidas
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en 1935 por el matematico Ruso, Sergéi Lvovich Sébolev (1908-1989). De manera inde-
pendientemente a finales de la década de 1940, el matematico Francés, Laurent Schwartz
(1915-2002) formaliz6 la teoria de distribuciones, lo que le valié la Medalla Fields en 1950.

Como el nombre lo sugiere, la teoria tiene como objetivo extender la definicion de una
funcion, de manera tal que conceptos como el de la delta de Dirac §(z) se puedan poner
sobre una base matematica firme. En particular la teoria permite extender el concepto
de derivada a todas las funciones localmente integrables y a entes ain mas generales.
Existen varias formas de presentar la teoria de distribuciones y aqui se dara una breve
introduccion utilizando las integrales de secuencias de funciones del tipo

/fn(x)g(x) dr, conn=1,23.... (1.99)

Para ello es necesario introducir tres conceptos: 1) El concepto de funcién de prueba, 2)
el concepto de funcién admisible y 3) el concepto de convergencia débil.

Hemos visto que una secuencia de funciones f,(z) tal como la secuencia delta de
funciones, definida en 1.4.2, nos lleva al concepto matematico de “funcion delta”, si la
secuencia de integrales converge para funciones apropiadas g(x). Pero ;jQué quiere decir
que sean apropiadas? En la seccién anterior vimos que si queremos definir conceptos tales
como las derivadas de la funcién delta, entonces las funciones g(x) deben ser diferencia-
bles. Para definir las derivadas también hemos visto que al integrar por partes, para que
las derivadas totales no contribuyan, es necesario que la funcién g(z) tenga un compor-
tamiento apropiado en infinito. Definimos entonces las funciones ¢g(z) como

Definicién 1.4.5 Funciones de prueba.

Decimos que las funcion g(x) en (1.99) es de prueba, si es infinitamente diferenciable
(clase C*) y es idénticamente cero fuera de algin intervalo (a,b) (en general este intervalo
es diferente para funciones g(z) diferentes).

El nombre de funciones de prueba es adecuado, dado que por ejemplo, la propiedad de filtro
de las secuencias delta, se prueba sobre estas funciones. Habiendo definido las funciones
de prueba, podemos ahora definir las funciones admisibles (de las cuales seleccionaremos
las funciones f,(z)) y la convergencia débil.

Definicién 1.4.6 Funciones admisibles.

Decimos que las funciones f,(z) en (1.99) son admisibles, *

diferenciables. Su comportamiento en infinito puede ser arbitrario.

st son infinitamente

Definicién 1.4.7 Convergencia débil.

14No existe una nomenclatura universal en la teorfa de distribuciones. Algunos autores se refieren a
estas funciones como funciones nicleo.
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Consideremos una secuencia de funciones admisibles f,(x) (n =1,2,3,... ). Deci-
mos que esta secuencia es débilmente convergente si el limite

[e.e]

lim fn(x)g(2)dx, (1.100)

n—oo
—00

existe para todas las funciones de prueba g(x).

Una secuencia débilmente convergente puede o no puede converger en alguno de los sen-
tidos de convergencia usual, como convergencia puntual.

Podemos dar ahora una definicién rigurosa de una distribucién como sigue:

Definicién 1.4.8 Distribuciones.

Una distribucion ¢(z) es un concepto matemdtico asociado con una secuencia débil-
mente convergente de funciones admisibles para la cual la integral simbolica

/_OO o(x)g(x)dx, (1.101)

tiene un significado preciso, por medio de la prescripcion
oo

/_00 o(z)g(z) de = lim fo(z)g(x) de. (1.102)

n—oo
— 00

1.5. Problemas

1. Determine si la serie

f: AT U VU P A
—~2n+1 3 5 7 9 2n +1

converge o diverge.

2. Utilizando el criterio de comparacion, determine si las series siguientes convergen o
divergen

a)
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3. Utilizando el criterio de d’Alambert, determine si las series siguientes convergen o
divergen

=1 =, on > n > 1
@) ;ﬁ’ ) ;g 2 ;n+1’ d) ;n(n+1)

4. ;Cual es el valor de la serie geométrica para r < 07

5. Muestre que

o0

“—~n(n+1) N

Ayuda: Encuentre la n-ésima suma parcial S,, y verifique su validez utilizando induccién
matematica.

6. Muestre que
1 1

2n—1)2n+1) 2

NE

1

3
Il

7. Muestre que la serie siguiente es convergente

- 2n — !
Z 2n)'(2n+1)
n=

Nota: Esta serie aparece cuando se desarrolla en serie la funcién arcsinx en x = 1 y su
valor es /2.

8. Muestre que

00 n oo \k
['(z) = / [e_t — (=%) ] t*~'dt, para —n—1< Re(z)< —n.
0

9. Muestre que
(s —n)! _ (=1)"*(2n — 2s)!
(2s — 2n)! (n—s)!

Aqui s y n son niimeros enteros con s < n. Este resultado se utiliza para evitar factoriales
negativos, como los que aparecen en las representaciones en serie de las funciones de
Neumann esféricas y las funciones de Legendre del segundo tipo.

10. En una distribucion de velocidades Maxwelliana, la fraccion de particulas que tienen
una velocidad en el intervalo [v, v + dv] es

dN m \3/2 .2 9
N 4 (mﬁ e *T vy,
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donde: N es el nimero total de particulas, m es la masa de las particulas, k la constante
de Boltzman y T la temperatura. El promedio o valor esperado de v" se define como
(v") = N7t [v"dN. Muestre que

) = (%_T>/ ()"

m

11. Transformando la integral siguiente en una funcién gamma, muestre que

1
1

— Fnedr = —, k> —1.

/Ox nzxdr e >

12. Muestre que

13. Muestre que

~0 1
P ot L
a—0 (x—1) a

14. Las integrales Gaussianas siguientes aparecen recurrentemente en fisica estadistica.
Muestre que:

a)

2q5+1 :

oo 1
/ JZQSe_adeCC — (S — 5)' — (28 _ 1)” ﬁ
0 2q5+1/2 9s+1lgs a

e}
vy = —/ e "logtdt,
0

donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni.

oo 2 s!
/ x25+16—ax dl’ —
0

b)

15. Muestre que

16. a) Una funcion relacionada de manera muy cercana a la funcién gamma es la funcién
beta definita por

1
Bla,y) = / FI 1= )L dt,  Re(n,y) > 0.
0

Muestre que esta funcién se puede escribir como

L(2)T(y)

Ble.v) = Fa iy
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b) Muestre que

> cosh 2yt sea (@ +y)l(z—y)
———dt =2
o (cosht)® ['(2z)

17. Verifique que la secuencia d,(x) basada en la funcién

5n(93)={ O,M x <0,

ne ", x>0,

es una secuencia delta. Note que la singularidad estd en 07, el lado positivo del origen.

Ayuda: Remplace el limite superior oo por ¢/n, donde ¢ es un nimero grande pero
finito y utilice el teorema del valor medio del calculo integral.

18. Para la funcion

n 1
()= —+ ———
Tl( ) T 1 + n2x27
muestre que
/ Op(x)de = 1.
19. Demuestre que la secuencia
sin nx
571 = ;
T
es una secuencia delta, mostrando que
> sin nx
lim f(z) dx = f(0).
n—oo [ T

e}

Para ello suponga que la funcién f(x) es continua en x = 0 y que se anula en z — +o0.
Ayuda: Remplace x por y/n y tome el lim,,_.., antes de integrar.

20. Muestre que
1
d(a(x —xp)) = 5(5(30 — Ip).

21. Muestre que
O —x1) + 6(z — x9)
w1 — a2 '

0((z — 1) (2 — 22)) =




Series de Fourler

El primer ejemplo de series ortogonales en espacios euclideanos de dimensién infinita
que estudiaremos en este curso es el de las Series de Fourier. Histéricamente el matematico
y fisico frances, Jean Baptiste Joshep Fourier (1768-1830) en su Théorie analytique de
le Chaleur (1822), resolvié por primera vez el problema del flujo del calor en cuerpos
solidos, por medio de las series que ahora llevan su nombre. Fourier establecié que una
funcién arbitraria f(x) definida en el intervalo (—m, ), se puede expresar como una serie
trigonométrica de la forma

f(x) =ag+ ajcosz + by sinx + as cos 2x + by sin 2z + - - -

donde los coeficientes constantes ag, ai, as, ..., by, ba, ..., quedan determinados comple-
tamente por la funcién f(z) !.

Fourier mostré con la rigurosidad que la matemética de su tiempo le permitié, que
el desarrollo es correcto para ciertas funciones que el necesitaba en el problema de la
conduccién del calor. A pesar de que no desarrollé la demostracién para el caso general
con la precision e importancia que el teorema demanda, se admite la exactitud de su
método. El hecho de que el desarrollo es posible en el caso de funciones arbitrarias, tal
y como era entendido el problema en su tiempo, se supuso como verdadero a partir de
que se conocié su trabajo. Desde entonces estas series se han utilizado libremente en la
solucion de las ecuaciones diferenciales de la fisica matématica y han tenido una inmensa
influencia en el desarrollo de la teoria de funciones de variable real.

Este capitulo los dedicaremos al estudio de las series de Fourier. En la clase 5 definire-
mos la serie de Fourier y desarrollaremos varios ejemplos de su aplicacion. En particular

I'Discutiremos la forma de estos coeficientes con todo detalle més adelante en este capitulo

43
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discutiremos un ejemplo del uso de las series de Fourier para calcular funciones zeta de
Riemann. En la clase 6 discutimos la forma compleja de la serie asi como el fenémeno de

Gibbs.

2.1. Clase 5

2.1.1. Series de Fourier

Una serie de Fourier se puede definir como un desarrollo de una funcién o repre-
sentacién de una funcién en una serie de senos y cosenos

ap = .
f(z) = 5 +;(an cosnx + by, sin nx), (2.1)

donde los coeficientes ag, a, y by, son constantes que dependen de f(z). Dado que en lado
derecho de esta ecuacién tenemos funciones de periodo 27, la funcién f(z) también tiene
periodo 27, esto es, f(z) = f(x + 2m).

Como f(z) debe ser una funcién periédica, es claro que este desarrollo no puede ser
vélido para cualquier funcién arbitraria f(z). Asi surge la pregunta siguiente ;Qué condi-
ciones debe satisfacer la funcién f(x) para que exista su desarrollo en serie de Fourier?
Dos condiciones suficientes pero no necesarias para que f(zx) se pueda desarrollar en serie
son conocidas como las condiciones de Dirichlet.

Definicién 2.1.1 Se dice que una funcion f(x) en el intervalo cerrado a < x < b,
satisface las condiciones de Dirichlet si

e f(x) es continua a pedazos.

e El intervalo |a,b] se puede dividir en un nimero finito de subintervalos donde f(x) es
mondtona 2.

Recordemos al lector que una funcién se llama continua a pedazos en el segmento [a, b],
si el intervalo se puede dividir por los puntos xy, s,..., ,_1 en un numero finito de
subintervalos (a, z1) (z1, x2)(xg, x3) - - - (x,—1, b), de forma tal que la funcién sea continua
en cada uno de los subintervalos. Que la funcién sea monoétona en cada uno de los subin-
tervalos quiere decir que en cada subintervalo la funcién es derivable y que la derivada no
cambia de signo.

De la definicién se deduce, que si la funcién f(x) es monétona a pedazos y acotada en
el segmento [a, b], entonces puede tener sélo puntos de discontinuidad de primera especie

2En la literatura a veces se encuentran las condiciones equivalentes:
e f(x) tiene dnicamente un nimero finito de discontinuidades finitas.
e f(x) tiene un numero finito de valores extremos (méximos, minimos).
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o finitos. Si por ejemplo el punto = = ¢ es un punto de discontinuidad de la funcién f(x),

entonces, en virtud de la monotonia de la funcion existen los limites

lim f(z)=f(c7) y lm f(z)= f(c"),

T—c~ z—ct

y la diferencia f(ct) — f(¢7), es un nimero finito.

—

Figura 2.1: La figura muestra una funcién f(z) continua a pedazos .

(2.2)

Vale la pena mencionar que existen ejemplos de funciones que no son de este tipo y
que pueden desarrollarse en series de Fourier. Sin embargo en la mayoria de los problemas
de interés en fisica, estas condiciones se satisfacen y por tanto nos restringiremos al estudio

de funciones que satisfagan las condiciones de Dirichlet.

La siguiente pregunta que surge es ;Como calculamos los coeficientes a,, y b,7 Ten-
emos que las funciones seno y coseno satisfacen las siguientes relaciones de ortogonalidad

que usted mostrara en la tarea 1

I ) . O m=n= 0’
/ sin(n) sin(me) dv = { T A0, 1 A0,

—T

T 27 m=mn= 07
/ cos(nx) cos(mx) dr = { TOpm m # 0, n # 0,

—T

/ sin(nx) cos(mzx)dr = 0, Vm,n € Z,

donde 6,,, es la delta de Kronecker 2, la cual se define como

1, sim=n,
0, sim #n.

5mn =

3La delta de Kronecker es el andlogo discreto de la delta de Dirac (1.80).

(2.3)

(2.4)
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Note que en estas relaciones cualquier intervalo xg < o < x4+ 27, es igualmente satisfac-
torio. Frecuentemente se tiliza xo = —m, para obtener el intervalo —7 < x < 7.

Para encontrar los coeficientes a,, multiplicamos ambos miembros de la serie (2.1)
por cos mx

o) 0o
Q

0 .
X)cosmxr = — cosmx + Qp COSNT COSTNT -+ bn SN nNx COS mx
2 )

e integramos en el intervalo de definicién

™ a s o ™
/ f(z)cosmadr = ?0 / cos mx dv + Z an / cos nx cos mz dx +
-7 - n=1 -

+ Z b, / sin nx cosmx dx = %27? Oom + Z An, T Op -
n=1 - n=1

Si m = 0, sélo el primer término de la suma contribuye y obtenemos asi ag. Si m > 0
el primer término se anula y tnicamente contribuye el término m-ésimo a la suma del
segundo término, obteniendo asi el valor de a,,. Explicitamente

Qo = %fjﬂ f(m) dzx, 1 [
= a,, = —/ f(z)cosmaxdr, m=0,1,2,...
am == ["_f(z) cosmzdz, m >0, TS

(2.5)
De manera anéloga si ahora multiplicamos la serie (2.1) por la funcién sin mz e integramos
sobre todo el intervalo de definicién obtenemos

™ a g o0 T
/ f(z)sinmxdr = 30 / sinma dx + Z an, / cosnx sinmzx dx +
— -7 n—=1 —m

+ an/ sinnz sinmx dr = Z bpT Oy = Thy,, con m > 0,
n=1 - n=1
obteniendo asi la expresién de los coeficientes b,
1 (" )
by = —/ f(z)sinmax dz, m > 0, (2.6)
™ —T

Sustituyendo estos coeficientes en la expresién original de la serie (2.1) obtenemos la
expresion final de la serie de Fourier

o) = %/:T () dt+%ni q/_ﬂ £(#) cosntdt} cosnz + [/_ﬂ £(#) sinntdt] sinna:) |
o ' (2.7)
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Ejemplo 2.1.2 Sea f(z) una funcion de periodo 27 definida como

r para O<zx<m,

—x para —nw < x <O0. (2:8)

)= {
FEsto es, trabajaremos con copias de la funcion valor absoluto f(x) = |x| en el intervalo
x € [—m,7|. Dado que la funcion seno y coseno son funciones con paridad bien definida,
podemos utilizar su paridad para simplicar el cdlculo de las integrales. Recuerde que el
coseno es una funcién par, cos(—x) = cosx, el seno una funcion impar, sin(—zx) = —sinx
y la funcion valor absoluto es una funcion par | — x| = |z|.

0.

T T T T
-20 -10 0 10 20

Figura 2.2: La figura muestra la funcién valor absoluto en el intervalo [—m, 7] y su extensién
periodica.

De la expresion general (2.5) para los coeficientes a,,, obtenemos para n =0

I I L
a = — |z| dx = — |x|dx+ |x|dm— |—x|d — | |z|dx
) . 7). T 0
1 [ 1 [ 2 1
= —/ |:B|dzv+—/ |z| dz = — / |z| dx = — / xdr = 1’2
7 Jo 7 Jo 7 Jo 7 Jo m

mientras que para el caso n > 0

1 (7 2 [T 2 [ld (1 | 1 .
ap, = — |x| cosnz dx = — rcosnrdr = — — | —zsinnz | — —sinnz| dz
T J)_. T Jo T Jo ldr \n n

201 1 i 2
= - [Ex sinnx + ﬁcosnx}o = ——(cos(nm) — 1) = —((—=1)" — 1)

:7‘["
0

—ﬁ para n impar,
0  paran par .

Por dltimo los coeficientes b, = 0, dado que el producto de funciones, |x|sinnz, es una
funcion impar. Sustituyendo el valor de los coeficientes que hemos obtenido en la expresion
general de la serie de Fourier (2.1), obtenemos finalmente

4 1 1 1
flx) = — — |cosx + =5 cos 3z + —; cos b + — cos Tx + -

T 32 52 72
2k: 1
__Z“S‘%]. (2.9)

(2k+1

TSRS
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Ejemplo 2.1.3 Obtengamos la serie de Fourier de la funcion f(x) = x, en el intervalo
—rm <z <.

Dado que f(z) es una funcion impar, se tiene que ag = 0. Para n > 0, dado que el
cosnx es par, entonces el producto x cosnx es una funcion impar y a, = 0. Finalmente
tenemos para los coeficientes b,

1 [/ . 2 [T . 2 [T]d 1 1
b, = — rsinnzdr = — rsinzdr = — — | ——xcosnx | + —cosnz| dx
T T Jo T Jo ldz n n

2 1 1 N 2 2 2
= — {——x cosnx + —QSinnx] = —Zcos(nm) = —=(=1)" = (=1)"" =,
T n n 0 n n n

Sustituyendo el valor que hemos obtenido para los coeficientes, en la expresion general de
la serie de Fourier (2.1) obtenemos

flx) = Zb smnw—2z anmnm

_ 2{Sinx_Sm2x+sm3x_sm4$+“. . (2.10)

2 3 4

Note que si evaluamos la serie de Fourier (2.10) en el punto = 7 obtenemos f(z = m) = 0,
sin embargo al definir la funcién hemos establecido que f(x = m) = 7, con lo cual surge
la pregunta ;Por qué son diferentes estos valores? La respuesta es sencilla, debido a la
discontinuidad de la funcién f(x) en el punto z = 7. Dada la importancia de este resultado,
elaboremos un poco mas sobre él. Para ello enumeremos las caracteristicas del ejemplo
que acabamos de analizar.

1. Existe un incremento en la exactitud de la representacién cuando se incrementa el
nimero de términos que se consideran en la serie.

2. Todos los términos de la serie y por tanto, la grafica que representa la suma de un
ntimero finito de términos, pasan por el punto (z = m,y = 0).

3. En la grafica de la suma parcial S, (z), existe un salto en la vecindad del punto

r =T.

Comportamiento en las discontinuidades

. El comportamiento de la serie de Fourier (2.10) en el punto z = 7 , es un ejemplo
de una regla general de que en una discontinuidad finita la serie converge a la media
aritmética. Para una discontinuidad en x = ¢, la serie produce

fle) =5 [f(c") + fle)].

N | —
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En nuestro ejemplo tenemos f(z =) = 3[f(7") + f(77)] = 3[7 + (=) = 0.

Los resultados y propiedades hasta ahora descritos, quedan resumidos en el siguiente
teorema sobre la convergencia de las series de Fourier

Teorema 2.1.4 Convergencia de las series de Fourier.

Si la funcion periddica f(x) de periodo 2w, es mondtona a pedazos y acotada en
el segmento |[—m, 7|, entonces la serie de Fourier, formada para esta funcién converge en
todos los puntos. La suma S(x) de la serie obtenida, es igual al valor de la funcion f(x) en
los puntos de continuidad de la funcion. En los puntos de discontinuidad de la funcion,
la suma de la serie es igual al medio aritmético de los limites de la funcion f(zx) a la
derecha y a la izquierda, es decir, si x = ¢ es un punto de discontinuidad de la funcion
f(zx), entonces tenemos

S, = 5 [Fe) + )] (211)

2.1.2. Caracteristicas de las series de Fourier

Existen un par de propiedades generales que podemos observar en el par de ejemplos
de series de Fourier que hemos desarrollado y que deseamos remarcar.

La primera de ellas es bastante obvia y esta relacionada con las propiedades de
simetria de la funcién f(x). Dado que en el intervalo [—m, 7|, las funciones cos nx y sin nx
son funciones pares e impares respectivamente, entonces de (2.5) todos los coeficientes
a, =0, si f(x) es impar, y de (2.6) todos los coeficientes b, = 0, si f(z) es par. En otras
palabras

[e.9]

flz) = % + ; a, cos(nz), si f(x) es par, (2.12)
flz) = i b, sin(nz), si f(x) es impar. (2.13)
n=1

La segunda propiedad es menos obvia, pero puede mostrarse que es una propiedad general
(ver por ejemplo el libro de Arfken y las referencia ahi citadas).

1. Si la funcién f(x) no tiene discontinuidades (aunque posiblemente tenga derivadas
discontinuas, como en el ejemplo (2.1.2)), podemos esperar que el n-ésimo coeficiente
decrezca como 1/n?.

2. Si la funcién f(x) tiene discontinuidades (como en el ejemplo (2.1.3)), podemos
esperar que el n-ésimo coeficiente de la serie decrezca como 1/n. En este caso la
convergencia es relativamente lenta.
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2.1.3. Series infinitas y funcién zeta de Riemann

Una aplicaciéon interesante de las series de Fourier, es el calculo de series infinitas
asociadas a la funcién zeta de Riemann ((s). Aunque en este curso no estudiaremos
con detenimiento esta funcion, baste decir que la funcion zeta de Riemann tiene una
importancia significativa en la teorfa de nimeros, por su relacién con la distribucién de
los nimeros primos. También tiene aplicaciones en otras areas tales como la fisica y la
teorfa de probabilidades. La funcién ((s) se define mediante la serie de Dirichlet

= 1
((s) =) —  {s€CRes >0} (2.14)
n=1
No diremos mucho mas de esta funcién, salvo que con la ayuda de las series de Fourier, es
posible calcular esta funcién para los casos en que s = 2n con n € N. Veamos un ejemplo
de este tipo de célculo.

Ejemplo 2.1.5 Desarrolle la funcién f(x) = x* definida en el intervalo —m < x < 7, en

serie de Fourier.
10
8
s
=N
-10 _(') 10 20

Figura 2.3: La figura muestra la funcién f(z) = 2% en el intervalo —7 < z < 7, y su

extension periddica.

-z20

Dado que la funcion x® es una funcion par, sabemos que los tinicos coeficientes de
la serie que pueden ser no nulos son los coeficientes a, (2.12). De la expresion general
(2.5) tenemos que para n =0

1 [7 2 [T 2
aoz—/ xzdx:—/ 22dr = —23
T T Jo 3T

—T

iy
272

0
Muentras que para n > 0

1 [ 2 (7
_ 2 _ 2
a, = - r“cosnrdr = — T= cosnx dx
0

T ) _x s

2 [M1d [1 1 2|1
= —/ {— (—332 sinna:) — =2 sinnw} dr = — [—xQ sin nx
T Jo ldz \n n m™|n

4 [T 4
= —— | xsinnz=(-1)"—

nt Jo n?’

s 2 s
— —/ T sin nx dx]
o M"Jo
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donde la dltima integral la hemos calculado ya en el ejemplo (2.1.3). Concluimos asi que
la serie de Fourier de 2% es

3

COoS N. (2.15)

7T o0
:E Z

Del teorema (2.1.4) sabemos que esta serie converge para todo punto x en el intervalo
[—7, w]. En particular esta serie converge para el punto x = m. Si evaluamos la serie en
este punto obtenemos el valor particular

n 2 0 1) n

- —1)(~1 =1
:% Z:: cosmr:%—l—ll;()%:% 2::—2

Despejando de esta ecuacion la suma obtemos
2 0 1
mie—'] E =,
n
n=1

y por lo tanto el valor de la funcion zeta de Riemann ((2) es

x
1 2

=) 5=7% (2.16)

En su tarea usted tendra la oportunidad de calcular la funcion zeta de Riemann para otros
valores de s.

2.2. Clase 6

2.2.1. Cambio de intervalo

Hasta ahora hemos restringido nuestra atencién a un intervalo de longitud 27. Esta
restriccion se puede relajar de manera muy sencilla. Si f(x) es una funcién periédica con
periodo 2L, podemos hacer, realizando el cambio de variable x = Lt/7, que la funcién
f (%t) tenga periodo 27 y desarrollar la funcion en serie de Fourier. Asi por ejemplo si

€ [—L, L], mediante el cambio de variable, el intervalo de definicién de la nueva variable
es t € [—m, m]. Tenemos entonces segin la ecuacion (2.1)

L on) > .
f (;t) =5t ;(an cos nt + by, sinnt), (2.17)

donde segin las ecuaciones (2.5) y (2.6)

1 (7 L 1 [7 L
a, = _/ f (—t) cosntdt, 'y b,= —/ f (—t) sin nt dt. (2.18)
Z - 7r TJ) . T
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Regresando a la variable v = £¢ = dt = Zdx, obtenemos segtin (2.17)

D)= 3 [ewcos (") + bysin ("70)] 2.19)

n=1

donde los coeficientes son ahora segin (2.18)

_ %/_LL f(z) cos (?) de, v b, = %/_LL f(z)sin <n_7lrjx> dz. (2.20)

Note que en el caso particular en que L = 7, la serie de Fourier (2.19) se reduce a la
serie (2.1) y la expresion de los coeficientes (2.20) se reduce a (2.5) y (2.6), como era de
esperarse.

Ejemplo 2.2.1 Obtengamos la serie de Fourier de la funcion escalon definida por

flz) = { +V s 0<z<L, (2.21)

-V s —L<z<0,
donde V' es una constante.

Dado que la funcion escalon es una funcion impar, sabemos ya que la serie de Fourier
sélo puede tener coeficientes b, no nulos. De la ecuacion (2.20) tenemos que

nﬂx mrx 2V . /nTx
b, = —— sm dx —|— — Sm dr = sin (—) dx
L 0 L
2V nray ¥ 2V n 0 st M es par,
N _%COS< L >0 nﬂ(l_(_l))_{% St es impar.

Tenemos asi que la serie de Fourier es segun (2.19) es

flz) = il 1n<ﬂ—x>+lin 37T_x —i—lin 57r_x —I—lin 777_:1:' +
o= ST T3 L 50\ L 75\ L

S (). o

m=0

No esta de mas hacer énfasis en el hecho de que cuando resuelva un problema de series de
Fourier, lo primero en que se debe fijar, es en el intervalo de definicién de la funcién f(x)
con que trabaje. Si el intervalo es [—L, L] con L # 7w, NO SE LE OCURRA utilizar las
expresiones (2.1), (2.5) y (2.6) porque su solucién no serd correcta. Aunque parezca 0scioso
hacer enfasis en este hecho, no lo es, ya que segiin la experiencia, muchos estudiantes
cometen este error jen los examenes!



2.2 CLASE 6 53

2.2.2. Forma compleja de la serie de Fourier

Es posible e ilustrativo reescribir la serie de Fourier en forma compleja. Para ello
reescribamos las funciones trigonométricas en la forma de Euler y sustituyamoslas en la
ecuacién (2.1). Sin pérdida de generalidad consideraremos el caso en que la funcién tiene
periodo 27. La forma de Euler del sinnz y el cosnz es

(emx + e—inac) y sinnr = Qiz (6“” — e—ina:) . (223)

N | —

cosnxr =

Sustituyendo estas expresiones en la serie de Fourier (2.1) obtenemos

a - An ( ing —inx bn inx —inx
flz) = ?O+Z|:?(€ +e )+Z(e —e )}

n=1
= % + Z {5 (an — iby,) " + B} (an + iby,) e—znm} = co + Z [Cnemoc + C_ne—mz] ’

n=1 n=1

donde hemos definido ¢y = a¢/2, ¢, = (an, — 1b,)/2 y c_p, = (a, + ib,)/2 en el dltimo
renglén. Note de estas definiciones que c_,, = ¢}. Haciendo el cambio de indice n — —n
en el ultimo término, podemos reescribir la serie de Fourier en la forma

o0

fla)y=>" cpem. (2.24)

n=—oo

los coeficientes ¢,, pueden ser calculados de manera inmediata a partir de los coeficientes
a, y by, obteniendo

1 1L[1 /7 L ("

c, = _(an_ibn):_|:_/ cosnxf(a:)d:v—i—/ sinn:vf(:v)dx],
2 2|7 —r ™ J 7
1

= ¢ = %/_ﬁf(x)e_i’wdx (2.25)

En su curso de variable compleja usted estudio las series de Laurent de funciones de
variable compleja z. La serie de Laurent es la representacién de la funcién f(z) en la
forma de una serie de potencias, la cual incluye términos tanto de grado positivo como de
grado negativo

flz) =) dy2" (2.26)

Si consideramos el circulo unitario, entonces z = ¢ con ¢ € [—7, 7 y

F(2)=f(e?) = D dne™ (2.27)

n=—oo
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Comparando la forma compleja de la serie de Fourier (2.24), con la serie de Laurent sobre
el circulo unitario (2.27), concluimos que

Desarrollo de Laurent Serie de Fourier
sobre el circulo unitario compleja

Ejemplo 2.2.2 Obtengamos la serie de Fourier de la funcion escalon

f(:v):{ +1 s O<ax<m,

-1 1 —m<x<0, (2.28)

utilizando la representacion compleja (2.24). Para ello calculemos los coeficientes ¢, uti-
lizando la ecuacion (2.25)

1 o T
Cpn = / f(z)e ™ do = o {—/ e " dx —|—/ e " dx}
- 0

0 _ g .
L £ ina _ 1 (1= emin) = { (2) sin es par
. (=in) . imn = sin es impar

—inx

Dado que los coeficientes son diferentes de cero unicamente si n es un numero impar,
n=2m-+1 con m € Z, obtenemos finalmente que la serie de Fourier en forma compleja
es

o0

f(:c):,3 > L iemns (2.29)

im e~ 2m + 1

Esta serie debe ser completamente equivalente a la ecuacion (2.22) en el caso en que
V =1y L =mn. Veamos que esto es asi. De la serie de Fourier (2.29) tenemos que

e ¢}

—1
_ 2 2m+1)z 2 1 i(2m+1)x
Cm ; 2m+1 +i7TmX::02m+1€ )

Para que ambas sumas comiencen desde m = 0, es necesario modificar el indice en la
primer suma. Haciendo el cambio de indice m — —(m + 1) sdlo en la primer suma
obtenemos

o0

2 1.
—- - i(2m+1)z = i(2m+1)z
f(@) mn;]zm+1 +z'7r7;02m+16 )
2 — 1 4 . 4 K sin((2m + 1))
- = = (piCmtDz _ —i2mtl)z T (930
' :02m+1(€ ‘ ) ”mzzo omr1 o 20

FEste resultado es consistente con la serie de Fourier (2.22).
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Figura 2.4: La figura muestra la grafica de las primeras 5 sumas parciales de la serie de
Fourier (2.30). Sy se presenta en verde, Sy en rojo, Sy en azul, S3 en café y S, en negro.
Note que a medida que consideramos mas términos, la suma parcial S, se parece cada vez
mas a la funcién escalén de periodo 27. Note también que en los puntos de discontinuidad,
la serie converge a la media aritmética, por ejemplo S(z =0) =0, S(z = 7) = 0, etc.

2.2.3. El fenomeno de Gibbs

Cuando una funcion tiene una discontinuidad de salto en un punto, su serie de
Fourier tiene un comportamiento especial en dicho punto. Este comportamiento se conoce
como el fenomeno de Gibbs debido a que fué explicado en 1899 por J. Williard Gibbs.
El fenémeno consiste en que cerca de la discontinuidad, las sumas parciales de la serie
de Fourier mantienen unas oscilaciones que no se hacen pequenas. Para ejemplificar este
fenémeno consideremos el caso de la extension periddica de la funcién escalon (de periodo
27), estudiada en el ejemplo (2.2.2). Lo primero que podemos notar de su serie de Fourier
(2.30), es que los términos son més pequenos en magnitud a medida que m aumenta
(aqui estamos considerando que m es un nimero impar)

| 1 | 1 |
o sumal 1o (0<M<_> o 0< lm Bl g
m m m—00 m m m—00 m

de lo cual concluimos que
, | sinmzx|
_

lim

m— o0 m

0. (2.31)

Deberiamos entonces obtener una mejor aproximacién a la extension periddica de la fun-
cion escaléon a medida que m aumenta. Escencialemnte esta expectativa es correcta, ex-
cepto que existe una pequena sutileza que uno podria haber previsto. Esto se ilustra
mejor graficando las sumas parciales S,, para diferentes valores de n. En la figura (2.2.2)
hemos graficado ya las primeras 5 sumas parciales. En la figura (2.2.3) mostramos una
amplificacién de dicha grafica en el intervalo [0, 7]



56 2 SERIES DE FOURIER

" M
]

0.8;
0,69

0.44

Figura 2.5: La figura muestra la gréfica de las sumas parciales Sy a Sy de la serie de
Fourier de la funcién escalén en el intervalo [0, 7]. Sy se presenta en verde, S; en rojo, So
en azul, S3 en café y Sy en negro.

y en la figura (2.2.3) mostramos la gréfica para las sumas parciales Sy y Sa. Estas

==
=
—
=
£
p

Figura 2.6: La figura muestra la grafica de las sumas parciales Sy en rojo y Sy en negro.

graficas representan una “prueba visual”del hecho de que la inclusién de méas términos
en las sumas parciales, produce una serie que se aproxima mejor a la funcién escalon.
Sin embargo, una inspeccion mas detallada revela un posible problema. En los puntos de
discontinuidad de la funcion, las series de Fourier muestran un pico seguido por oscila-
ciones rapidas. Cuando se consideran mas términos en la serie, las oscilaciones se vuelven
mas rapidas y més pequenas, pero los picos no disminuyen, no importa cuantos términos
incluyamos, las sumas parciales tienden a “dispararse”de los valores de la funcién proxi-
mos al punto de discontinuidad *. Los valores de f(x) en la discontinuidad por salto, se
extienden a través del intervalo [—1, 1], mientras los de la n-ésima suma parcial S, se

4Intuitivamente uno puede preguntarse si una funcién discontinua, como la funcién escalén, se puede
expresar como una suma, aun si es infinita, de funciones continuas. Uno tiene que sospechar que de hecho
no se puede. Esta pregunta le produjo a Fourier criticas de la academia de ciencia Francesa por muchos
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extienden a través de un intervalo un tanto mayor [—a,,, «,]. El valor limite de «,, cuando
n — oo determina lo que se conoce como el intervalo de Gibbs para f(z). Nuestro objetivo
es obtener una descripcion precisa de este intervalo. El resultado que se obtiene es que
siempre aparece un «,, que es aproximadamente 18 % mayor del valor real de la funcion.
Aunque no constituye una prueba de este resultado, en la figura (2.2.3) se muestra la
amplificacién de la figura (2.2.3) cerca de la discontinuidad. Como puede observarse, el
valor del pico de la grafica negra es muy cercano a 1.2, esto es, muy cercano al 20 % mayor
del valor de la funcién f(x) en el mismos punto.

Figura 2.7: La figura muestra una amplificacion de la figura (2.2.3) cerca del punto de
discontinuidad x = 0.

Para mostrar analiticamente el fenémeno de Gibbs consideremos la suma parcial Sy
definida como

N N 1 - '
Sy(z) = Z cp et = Z <§/ fly)e ™ dy) e
n=—N n=—N -m
1 N 0 T
SE[f
n=—N
N

Haciendo el cambio de variable m = n + N podemos reescribir el integrando en la forma

N 2N
Z ein(m—y) _ Z ez(m N)(z—y) —zN (z—v) Z im(z— y
n=—N m=0

anos (Lapace, Legendre, y Lagrange formaban parte de los criticos). La respuesta correcta a esta pregunta
tuvo que esperar la llegada de Gibbs.
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Podemos reconocer esta ultima suma como una serie geométrica. Si hacemos a = 1 y
r = @) en la serie geométrica (1.11), obtenemos de (1.12) que la suma estd dada por

1— ei(2N+1)(:c—y):|

2N
—iN(z—y) im(z—y) _ —iN(z—y)
Y e e

B es(@—y) le—z’(NJr;)(x—y) _ ez’(N+§)(:r—y)] ~ sin [(N + %) (z — y)}

o3 (@) e 2@y _ e3(-y) sin [$(z — y)]
con lo cual
1 Psin[(N+3) (x—y)] L [Tsin [(N+3) (z—y)]
S B Ta-v] T2}y  snle-y]

Realizando el cambio de variable § =  —y en la primer integral y § = y —z en la segunda,
obtenemos

B 1 (" sin[(N+3)90] 1 /”‘“” sin [— (N + 3) 0]
Snlr) = 2T Jrita sin (% 6) (—df) + 2r J_, sin [—%9} df
21 J, sin (5 0) 2 ), sin (5 0)
pero B N . ) . .
[ A A AT
con lo cual
T o 1 T+T o3 1
SRR ICED P ST
2 J_, sin (5 9) 21 )y sin (5 9)

Finalmente si en esta ecuacién realizamos el cambio de variable v = (N + %) 6 obtenemos

du.

1/(N+é)x sinu 1/(N+§)(’T+x) sinu

SN(x) = — B u du — — : u
T Jo(N+1)e (2N + 1) sin (m) T J—(N+1)(r—2) (2N + 1) sin (2N+1)

Consideremos la suma parcial en la vecindad de la discontinuidad enz = 0 (0 < z < 7). En
el limite x — 0, la segundad integral es mucho menor que la primera cuando N > 1. Para
verificar esta afirmacién notemos que el argumento de la funcién seno en el denominador
de la primer integral va a cero, ya que

1 1 (N+1) u (N+1)
— N+ = <u<|[N+= = — 2) 4 < < 2
( +2)x_u_( +2)x TEONT1I - N1 ¢
e
2
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Asien el limite x - 0y N — oo

T U
—lim=< If < lim — < i < Iit
o s oy Sy 7 Oslmog e =0 = dm o 0
Como consecuencia de este resultado la funcién seno también va a 0 en este limite
U
it 1 0
Nl_r)réosm (2N+1) — U,
y el integrando va a
Ifm e m v 2R (2.32)
N—oo (2N + 1) sin (_2N+1) N—oco sin(xty) 1 U
2N+1

En el caso de la segunda integral, el argumento de la funcién seno en el denominador del
integrando se encuentra en el intervalo

(N—i—%) U (N—i—l) T—x u T4+ x
X2 (r )< < 2 = < <
R Ay vty i G !

con lo cual en el limite z — 0 y N — oo obtenemos

g ’

., T = T+
Iim —— < lim < lim
x—0 2 N—ooo 2N + 1 z—0 2

Concluimos asi que

i = Ii i
H —_—
Nlm N 1 Nlm Sin

H
2N+1)

Este resultado es bastante diferente respecto al resultado anterior, ya que en este caso
tenemos que el integrando

S o lim L, (2.33)

lim
N=oo (2N + 1) sin (5555)  N—oo (2N +1)

Esto muestra nuestra afrimaciéon sobre el hecho de que en el limite N — oo sélo la primer
integral contribuye a Sy

1 [(V+3)z i 1 [ si
lim Sy(z)~ lim — / e du=- / =1, (2.34)
N—oo N=oo T J_(N41)e (2N + 1) sin (m) T) o U

Por lo tanto S(x) — 1 cuando 0 < x < 7. Claramente de (2.34) se concluye que si,
—rm<z<0,5x)— -1

En el analisis que hemos realizado supusimos que, 0 < x < 7 y que x permanece fijo
mientras N — oo. Supongamos ahora que estamos situados justo en el pico problematico
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de la gréfica y queremos ver que pasa con este punto en el limite N — oo. ;Como
encontramos el valor § de la coordenada x del pico? Este maximo lo podemos encontrar
calculando S7(x) y obteniendo el primer cero cuando x se incrementa a partir de 0. De
las gréaficas que hemos andlizado se deduce que x = § serd un valor muy pequeno cuando
N es grande.

En este caso nuevamente la segunda integral sera despreciable respecto a la primera
cuando N > 1, y asi para un x positivo pequeno tenemos que

1 (N+5)e g 9 (N+3)z g
Sy (x) =~ —/ Y gy = —/ Y . (2.35)
- 0

TJ(N+1)a U s u

Esta integral se puede expresar en términos de la integral Sine que se define como Si(x) =

T g1 . . ey .
fo tdu ° Sin embargo antes de estar en posicién de evaluar esta integral, debemos

encontrar el punto donde aparece el primer cero de S, para ello debemos calcular Sy =
dSn ()

. Esta derivada queda determinada por el teorema fundamental del calculo

dx
9 d [(N+3)r g 2sin [(N 4 1
i) = 24 p smudu _ 2s [( : 2)] T (2.36)
mdz J, u 7r (N + 5) T
Imponiendo la condicién Sy (z) = 0 para obtener los ceros de la funcién, se tiene
1 2mm
Sy(x)=0 = (N+§>x:m7r = xmzém:ﬂ\f—l—l' (2.37)

El primer cero, que corresponde al primer maximo de la funcién y por tanto al pico bajo
estudio se obtiene para el valor m =1 (6; = §). El valor m = 2 nos da el primer minimo,
el valor m = 3 el segundo maximo y asi sucesivamente de manera alternada se obtienen
los maximos y minimos de la funcién. Sustituyendo el valor de § en la expresion para
Sy(z) obtenemos

2w 2 [T sinu 2
1 = = — du = —=Si(m) =1,1 2.
NE%OSN (6 2N+1) 7T/0 —du 7TSZ(W) 1798 (2.38)

Concluimos entonces que el primer pico excede el valor f(x) = 1 en alrededor del 18 %,
aun cuando N — oo. Note que la posicién de este pico se acerca a cero cada vez mas

21

lim 6 = lim

2.39
N—oo N—oo 2N + 1 - ( )

2.3. Problemas

1. Verifique las relaciones de ortogonalidad de las funciones trigonométricas sin(nz) y
cos(nx)
/ sin(nx) sin(mz)dz = T, / cos(nx) cos(mzx)dr = Tonm,

—T —T

5En este curso no estudiaremos esta integral y para nuestros propositos, bastara con obtener el valor
deseado, consultando la literatura existente. Ver por ejemplo Arfken.
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/ sin(nx) cos(mx)dx = 0,

™

donde n y m son nimeros enteros.

2. a) Muestre que si f(x) es una funcién par y satisface la propiedad f(z + L) = —f(x),
su representacién en serie de Fourier en el intervalo (—L, +L) tiene solo términos cosenos
de orden impar y se satisface la siguiente férmula

4 (L2 (2m + 1)z
Aomi1 = 7 (x) cos ————

i 7 dz, (m=0,1,2,...).

b) ;Cuél es la condicién que se debe imponer sobre la funcién f(x) para asegurar que su
representacion en serie de Fourier en el intervalo (—L,+L) tenga solo términos cosenos
de orden par.

c) Establezca un teorema similar al del inciso (a) para funciones impares.

3. Desarrollando la funcién f(x) = cosh az en una serie de Fourier, muestre que

sinhar  2asinham o= (—1)"
coshaxr = + coSNx —T<x<T).
am T z; n2 + a2 ’ ( )

2

4. a) Utilizando la serie de Fourier de la funcién: f(z) = 2°, en el intervalo —7 < z <,

muestre que
i (_1)n+1 B 2
~ nr 12

b) Utilizando la serie de Fourier de la funcién

f(x):{ r, O<zxz<m,

-z, —nT<z<0,

muestre que
2

> 1 T
P oS

n=1

5. Utilizando la serie de Fourier de la funcién f(x) = z?, en el intervalo —w < = < T,
muestre que:

a) la funcién zeta de Riemann ((4) es
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b) v que la funcién alternate
n+1 771’4

6. Utilizando la serie de Fourier de la funcion

f(x):{ t(r—z), 0<a<m,

z(m+x), —m<xz<0,

muestre que

8 f: sin(n
T =135
y muestre también que
. 1)(n=1/2 11 1 U
A2 e e R
Z 33 * 5% T3 - 32

n=1,3,5,-

7. Utilizando la serie de Fourier de la funcién

1, O<z<m,
-1, m<x<2m,

fz) =

muestre la férmula de Leibnitz para 7

> "1>/2 . 1 1 1 T
I aaRtEl TE TS

n=1,3,5,

8. Si una funcién real f(x) = f*(x), se desarrolla en una serie de Fourier exponencial

[e.9]

f(ﬂ?) _ Z Cneinaz7

n=—oo

. Qué restriccion induce la condicién de realidad sobre los coeficientes ¢,,”

9. Una cuerda cuyos extremos estan anclados en x = 0 y en = [, vibra libremente. Su
movimiento esta descrito por la ecuacion de onda

OPu(x,t) 2 0u(x,t)

ot? 0x?

Suponga un desarrollo de Fourier de la forma

. nrx
E b ( Sln—
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y encuentre los coeficientes b, (t). Las condiciones iniciales son

u(r,0) = f() ¥ Su(r,0) = gla).

12. a) Muestre que el desarrollo de Fourier del cosax es

2a2 a?—12 a2 —22

cosaxr =

2a sin am 1 COS ¥ COS 2x
7T )

esto es, los coeficientes diferentes de cero en la serie son

n 2asinarm
an = (D" ey

b) Del resultado anterior muestre que

arcotar =1—2 Z C(2p)a.

p=1

Esta ecuacién nos da una relaciéon entre la funcién zeta de Riemann y los ntimeros de
Bernoulli.

13. Obtenga el desarrollo en serie de Fourier de la funcién delta de Dirac en el intervalo
- <x<T.

a) {Qué significado se le puede atribuir al término constante?

b) (En que regién es valida esta representacion?

El siguiente problema no es de Series de Fourier, pero esta integral aparece varias veces
en el curso. Por tal motivo es conveniente conocer su valor.

12. Calcule utilizando el método que més le agrade, la integral

o
sinx
dx.
0 x
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Ecuaciones de la Fisica

Uno de los objetivos del curso es obtener las soluciones de algunas ecuaciones diferen-
ciales que aparecen en los cursos de Mecanica Clasica, Electrodinamica, Mecdnica Cuanti-
ca, etc. En particular estamos interesados en entender las propiedades y estructura de las
soluciones. Este capitulo lo dedicamos a dar el primer paso para lograr el objetivo. Comen-
zaremos observando que las ecuaciones de movimiento de la Fisica son ecuaciones difer-
enciales parciales de segundo orden y discutiremos algunas de sus caracteristicas. Una vez
familiarizados con las ecuaciones que nos interesa resolver, el siguiente paso sera comen-
zar a resolverlas. Las solucion final a cada una de las ecuaciones la obtendremos en los
capitulos siguientes, pero en éste pondremos la primera piedra para lograrlo.

Las ecuaciones diferenciales parciales involucran més de una variable independiente,
y por este motivo, son mucho mas dificiles de resolver que las ecuaciones diferenciales or-
dinarias, las cuales involucran sélo una variable independiente. Para resolver una ecuacion
diferencial parcial sélo se conocen dos métodos generales de solucién!, la solucidon integral
y la solucion separable. E1 método de soluciones integrales tiene la ventaja de que es un
método muy general, ya que usualmente la integral es invariante ante transformaciones de
coordenadas, sin embargo estas soluciones no son siempre las més satisfactorias, porque en
muchos casos la integral no se puede evaluar en forma cerrada y por tanto es extremada-
mente dificil obtener valores numéricos. A pesar de la importancia de este método, en el
curso no nos ocuparemos de él, debido a las constricciones de tiempo que tenemos.

El método alternativo para resolver ecuaciones diferenciales parciales lineales es el
método de separacion, el cual consiste en factorizar o separar la ecuacion original de varias

'De manera adicional se conocen algunos casos donde se adivina la solucién y después se verifica que
en realidad es solucién. Sin embargo no existe un método sistematico de “adivinacion”.

65



66 3 ECUACIONES DE LA FiSICA

variables independientes, en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, donde ca-
da una de ellas involucra justamente sélo una variable independiente. Esta técnica no
es tan universal como el método integral, ya que la separacion debe ser diferente, para
sistemas de coordenadas diferentes, como consecuencia, la separacién sélo se puede rea-
lizar para pocos sistemas coordenados. Pero cuando el método se puede utilizar, es de
gran utilidad, dado que es mucho mas facil obtener soluciones de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias que de las ecuaciones diferenciales parciales. Como ejemplo aplicaremos
el método de separacion a la ecuacion de Helmholtz en 2D, 3D y en diferentes sistemas
de coordenadas 2.

El capitulo estda organizado como sigue: en la clase 7 discutimos las ecuaciones de
la fisica y damos una introduccién muy breve a la Mecanica Cuédntica. En la clase 8
discutimos el método de separacion de variables en 2D y en la clase 9 en 3D. En parti-
cular discutiremos la separacion de la ecuacién de Helmholtz en coordenadas cartesianas,
esféricas y cilindricas en 3D.

3.1. Clase 7

3.1.1. Ecuaciones de la Fisica Teérica

Es un hecho fenomenoldgico que la mayoria de las ecuaciones fundamentales que
surgen en la fisica son ecuaciones diferenciales de segundo orden en las derivadas.

Las derivadas pueden ser de dos tipos:

e derivadas espaciales: 8%, a%’ %, 0
e derivadas temporales: %.

Las ecuaciones diferenciales contienen dos tipos de variables:

evariables independientes: t, x, y y z,

e variables dependientes: ¢(t,x,y, z) potencial escalar en electrodindmica,
ff(t, x,y, z) potencial vectorial en electrodindmica,
W(t, x,y, z) funcién de onda en mecanica cuédntica, etc.

El comportamiento de las variables dependientes o campos, esta gobernado por las
ecuaciones diferenciales de la fisica.

Una gran nimero de problemas fisicos estan formulados en términos de ecuaciones
diferenciales que involucran funciones de mas de una variable, conocidas como ecuaciones

2Le informamos a 1@/al lector@ que la notacién 2D la utilizamos como abreviacién de 2-Dimensiones,
3D de 3-Dimensiones, etc.
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diferenciales parciales. A continuacién enlistamos varios ejemplos de ecuaciones diferen-
ciales de la fisica:

= Fcuacion de Laplace:
V20 = 0. (3.1)

Recuerde que en su curso de Célculo de varias variables, usted aprendié que el
operador laplaciano en coordenadas cartesianas, esta dado por:

SOV O Aa\ll) (3.2)

2y = (VD) = V. [ 58 oY
\Y V- (V) V(Zax—l—jay—l—k&z
(A,a ~ 0 A8> (fa\p L OV @\If)_a?\lf 82\11+82\1f

Z%—i_]a_ijkE Ox? + oy? 022

En este capitulo trataremos con el operador Laplaciano también en coordenadas
esféricas y cilindricas.

La ecuacién de Laplace aparece en muchas areas de la fisica, por ejemplo en:

e Fendémenos electromagnéticos incluyendo: electrostatica, diélectricos, corrientes
estacionarias, magnetostatica.

e Hidrodinamica: flujo irrotacional de un fluido perfecto y ondas superficiales.
e Flujo de calor.
e Gravitaciéon Newtoniana.
» Fcuacion de Poisson:
V20 = —p. (3.3)

Note que en el lenguaje de ecuaciones diferenciales, la ecuacion de Laplace es la
ecuacién homogénea y la ecuacion de Poisson es la ecuaciéon inhomogénea con un
término de fuente: —p.

e Fendémenos electromagnéticos incluyendo: electrostatica, dieléctricos, corrientes

estacionarias, magnestostatica.

» Fcuacion de Helmholtz (o ecuacién de onda), la cual corresponde al signo (+), y la
ecuacion de difusién independiente del tiempo (la cual corresponde al signo (—)).

V20U £ k20 = 0. (3.4)

e Ondas elésticas en solidos incluyendo cuerdas vibrantes, membranas vibrantes etc.
e Sonido o acustica.
e Ondas electromagénticas.

e Reactores nucleares.
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Ecuacion de difusion dependiente del tiempo.

1 0vY
a? ot~
y su generalizacion 4D donde el operador laplaciano se cambia por el operador
d’Alambertiano

V) = (3.5)

1 9
2 |:|2 — 2 -7
Vi v c? ot?
FEcuacion de onda dependiente del tiempo:
0¥ = 0. (3.6)
Ecuacion del potencial escalar:
0?0 = —p. (3.7)
Ecuacion de Klein-Gordon:
20 = m? 0. (3.8)

De estas tres ultimas ecuaciones también se tiene su generalizacién vectorial, donde

V= V= (V,,V, V2).
La ecuacién de onda de Schrodinger:

h? ov
— 2—V2\If + Vo = iha, «— caso dependiente del tiempo, (3.9)
m

FLZ
—2—V2\If +VU = FEV, « casoindependiente del tiempo. (3.10)
m

FEcuaciones de Mazwell:

V- D = 4np, V.-B=0, (3.11)
. 108 . 19D 4x
VxE+-22=0 vxH- -2 ="
Bt c Ot ’ . c ot o
FEcuacion de Dirac: 5
(ih’y“@ — mc) U(t,z,y,2) =0. (3.12)

Todas estas ecuaciones se pueden escribir en la forma:

OV = F, (3.13)

en la cual O es un operador diferencial

o o0 0 0
O_O(%7a_y7$7a7xay7zut7"')7

F' es una funcién conocida,

U es el campo que no conocemos y queremos determinar.
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3.1.2. Propiedades de las ecuaciones

Existen dos propiedades de las ecuaciones de la fisica de nuestro interés, que de-
seamos resaltar: [a linealidad y su caracteristica de ser ecuaciones de sequndo orden.

Comencemos notando que todas las ecuaciones que hemos mencionado, son lineales
en la variable dependiente W. ; Cudl es la razén fisica de ésto?

El hecho es que los campos ¥ en estas ecuaciones no actuan como fuentes de ellos
mismos. Por ejemplo en el electromagnetismo los campos eléctricos y magnéticos respon-
den a las fuentes que los crean, pero ellos mismos no actuan como fuentes, los campos
mismos no estan “cargados”, esto es, los electrones y otras particulas que portan carga
actuan como fuentes, mientras que el foton mismo es neutro. De hecho existen general-
izaciones no lineales de la teoria de Maxwell, conocidas como teorias de Yang-mills, las
cuales juegan un papel fundamental en la descripcion de las fuerzas nucleares fuerte y
débil. Esto sucede porque precisamente los campos de Yang-Mills mismos portan el tipo
de carga generalizada.

Otra teoria fundamental que no tiene ecuaciones de movimiento lineales es la gravedad,
descrita por la teoria general de la relatividad de Einstein. La razon es muy similar, todas
las formas de energia (masa) actuan como una fuente de la gravedad, de donde se obtiene
la no-linealidad. En el limite Newtoniano el campo gravitacional se asume como muy débil
y toda la no-linealidad desaparace.

Otras ecuaciones no-lineales que aparecen en la fisica son:

e Ondas de choque.

e Las ecuaciones fundamentales de la fisica atmosférica.

e Fenomenos de turbulencia. etc.

Sin embargo el anélisis de estas ecuaciones sale del objetivo del curso.

Respecto a la segunda propiedad, note que las ecuaciones enlistadas son ecuaciones
diferenciales de segundo orden en las derivadas de al menos una de las variables indepen-
dientes (las ecuaciones de Maxwell (3.11) y la ecuacién de Dirac (3.12) son ecuaciones
de primer orden, pero involucran 2 funciones desconocidas, y al eliminar una de ellas
obtenemos una ecuacién diferencial de segundo orden).

Ocasionalmente en fisica se encuentran ecuaciones de orden superior.
e Teoria del movimiento lento de un fluido viscoso.

e Teoria de un cuerpo elastico.

. o o o
(V0 = 507+ 2502 + 9,7 ) ¥ =0 (3.14)

Las soluciones a estas ecuaciones también quedan fuera de los objetivos del curso.
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3.1.3. Mecanica Cuantica

La mecdnica cudntica ® es la descripcién del comportamiento de la materia y de la
luz en todos sus detalles y, en particular, de los acontecimientos en la escala atéomica. Los
objetos a esta escala se comportan de una manera muy diferente a lo que usted aprendié en
sus cursos de Mecanica Clasica.

Por ejemplo, Newton pensaba que la luz estaba compuesta de particulas, pero luego
se descubrié que ésta se comporta como una jonda! Sin embargo, a principios del siglo XX,
se descubrio que la luz algunas veces se comporta verdaderamente como una jparticulal
Renunciando a ambos conceptos uno dice que: la luz no es como ninguna de las dos. Pero
a la luz, no es a la tinica que le sucede ésto, resulta que el comportamiento cuantico de los
objetos atémicos (electrones, protones, neutrones, fotones, etc.) es el mismo para todos,
esto es jno son ni ondas ni particulas!

La diferencia fundamental entre la Mecanica Newtoniana y la Mecanica Cuantica
reside en lo que estas teorias describen. La Mecanica Clasica estudia el movimiento de
una particula bajo la influencia de fuerzas aplicadas, y da por hecho que se pueden medir
magnitudes como la posicién, masa, velocidad, aceleracion, etc., de la particula. Esta
suposicién es valida en nuestra experiencia cotidiana, y la Mecanica Clasica proporciona la
explicacion “correcta”del comportamiento de los cuerpos en movimiento, en el sentido de
que los valores predichos por magnitudes observables concuerdan con los valores medidos.

La Mecanica Cuantica trata igualmente de las relaciones entre magnitudes observa-
bles, pero el principio de incertidumbre de Heisenberg 4 altera radicalmente la definicién de
“magnitud observable” en la escala atomica. De acuerdo con este principio, la posicion y el
momentum de una particula no se pueden medir simultdneamente con precisién, mientras
que en Mecanica Clasica se supone que ambas tienen un valor definido y verificable en cada
instante. Las cantidades cuyas relaciones busca la Mecanica Cuantica son probabilidades.
Por ejemplo, en el estudio del atomo de Hidrégeno, en vez de afirmar que el radio de la
6rbita del electron en el estado fundamental del atomo, es siempre exactamente igual a
5,3 x 10~ m, la Mecénica Cuéntica afirma que éste es el radio méas probable; si realizamos
un experimento adecuado, la mayor parte de las veces dara un valor distinto, mas grande
0 méas pequeiio, pero el valor mas probable serd aproximadamente 5,3 x 107 1'm.

Existen al menos tres formulaciones equivalentes de la Mecanica Cuantica que usted
estudiara en sus cursos, la formulacién de Schrodinger u ondulatoria, la formulacién de
Heisenberg o matricial y la formulaciéon de Feymman o de integrales de trayectoria. En lo

3Como usted sabe, el curso de FETT es un prerequisito para cursar Mecdnica Cuéntica. La razén de
esta seriacién es que en FETI usted debe aprender a resolver varias de las ecuaciones diferenciales que
apareceran en su curso de Mecanica Cuantica. Dado que algunos ejemplos que veremos en este curso
son ejemplos de Mecanica Cuéntica, es conveniente dar una introduccién breve a la Mecdnica Cudantica.
Debemos enfatizar que este no es un curso de Mecanica Cudntica y por tal motivo dejaremos de lado la
interpretacién fisica de los problemas, asi como la justificacién del uso de la ecuacion basica. Todo esto
serd discutido en detalle el préoximo trimestre cuando usted curse Mecanica Cuéntica.

4Este principio lo discutiremos en detalle en el capitulo sobre: Transformada de Fourier.
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que sigue sélo discutiremos la formulacion de Schrodinger, que es la que cominmente se
ensena primero en el curso de Mecénica Cudantica.

En la formulacién de Schrodinger se postula que un objeto cuantico tiene asociada
una funcién de onda W(t, 7). Esta funcién no tiene una interpretacion fisica pero jcontiene
toda la informacion fisica asociada al sistema! Dicho esto queda claro que las preguntas
importantes son: ;{Cémo obtenemos ¥? y ; Cémo le extraemos la informcién fisica a W7 La
Mecanica Cuantica responde a estas preguntas a través de mas postulados. Los postulados
no se deducen ni se demuestran, histéricamente ellos se construyeron para dar un marco
tedrico coherente a los fendmenos atémicos conocidos. No mencionaremos todos los postu-
lados que forman la Mecanica Cuantica, sino sélo aquellos que nos seran de utilidad para
lograr nuestros objetivos en el curso. La respuesta a la pregunta sobre como determinar
la funcion de onda W para un cuerpo, cuando su libertad de movimiento estd limitada por
la accién de fuerzas externas, la da el siguiente postulado:

Postulado 3.1.1 La ecuacion bdsica de la Mecinica Cudntica es

h? >0
— %% + V(x)V(z) = EV(z), Ecuacién de Schrodinger, (3.15)
x

donde h es una constante fundamental de la fisica, m la masa asociada al objeto, V (z) es
una funcion potencial y E es la energia del objeto.

Note que esta ecuacion es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden, tal y como
los son las ecuaciones de la fisica. Esta ecuacién no depende del tiempo y por tal motivo
se le llama estacionaria. Desde luego, existe una version dependiente del tiempo de esta
ecuacion, pero para los propdsitos de este curso, nos basta con la ecuacién estacionaria.
Note también que (3.15) es una ecuacién en 1D (sélo depende de z). Desde luego también
existe la version tridimensional de esta ecuacion, cuya exposicion pospondremos por ahora.

La respuesta a la pregunta sobre como extraer la informacion fisica contenida en la
funcién de onda, nos la da el siguiente postulado:

Postulado 3.1.2 El cuadrado del valor absoluto |¥(t,7)|* calculado en un punto ¥ y
en un instante de tiempo determinado t, es proporcional a la probabilidad de encontrar
experimentalmente al objeto ahi y en ese instante.

Asi en Mecanica Cuantica los problemas se reducen a resolver la ecuacion de Schrodinger
(3.15) e interpretar la funcién de onda correctamente. En el lenguaje que usted aprendi6 en
sus cursos de Algebra Lineal, resolver la ecuacién de Schrodinger puede verse como un
problema de valores y vectores propios. En este caso las energias £ de la particula® son

los valores propios® y las funciones de onda ¥ los vectores propios ”.

5Aunque hemos dicho que en realidad en Mecdnica Cudntica no tenemos ni particulas ni ondas, es
comun encontrar en los libros la denominacién particula, para referirse a los objetos cudnticos. Nosotros
utilizaremos esta nomenclatura, confiados en que usted entiende las sutilezas que hemos discutido al
respecto.

6También se encuentra en la literatura los nombres, eigenvalores o valores caracteristicos.

“También se les conoce como vectores propios o vectores caracteristicos.
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Mateméaticamente la ecuacion de Schrodinger acepta algunas soluciones que no son
fisicamente aceptables. Para discernir entre las soluciones que son aceptables y las que
no lo son hay que imponer criterios adicionales sobre la funcién de onda. Uno de estos
criterios es que la integral de su valor absoluto al cuadrado, converja, esto es

/ 02z < oo, (3.16)

o0

Este requisito puede entenderse de manera sencilla. Dado que |¥|? es proporcional a
la probabilidad de encontrar el objeto descrito por ¥, la integral de |¥|? sobre todo el
espacio debe ser finita, ya que el objeto esta en alguna parte. Si la integral es 0, el cuerpo
no existe. La integral no puede ser oo y tener cierto signficado, asi la uinica posibilidad
es que la integral sea una cantidad finita para que ¥ describa apropiadamente al objeto.
Técnicamente las funciones que satisfacen la propiedad (3.16) se dice que son de cuadrado
integrable.

Dos postulados adicionales que deseamos mencionar y sobre los que abundaremos
en los ejemplos son los siguientes:

Postulado 3.1.3 Los unicos resultados que se pueden obtener al medir la energia de un
sistemas, estdn dados por los valores propios de la ecuacion de Schridinger (3.15).

Postulado 3.1.4 La funcion de onda mas general posible de un sistema fisico es una
combinacion lineal de las funciones propias de la ecuacion de Schodinger.

Para finalizar veamos que la ecuacién de Schrodinger en el caso en que V(x) =
V' = cte., se puede reescribir como una ecuacién tipo Helmholtz. De (3.15) vemos que si
multiplicamos toda la ecuacién por (—2m/h?) y restamos en ambos lados de la ecuacién
el término proporcional a £ obtenemos

d*U(x) 2m B
W—Fﬁ(E—V)\P(x)—O

Definiendo A = 22 (E — V) obtenemos finalmente

d*V ()
——— + A\V¥(x) =0. 3.17
o () (317)
En esta ecuacién A puede ser un nimero real positivo, negativo o 0%. Nuestro objetivo
sera resolver esta ecuacion.

8Seguramente usted estd pensando que el caso A < 0 no es fisicamente admisible, ya que A < 0
= FE < V, lo cual nos lleva en Mecanica Clasica a energias cinéticas negativas o equivalentemente a
velocidades complejas. Como consecuencia en Mécanica Clésica el caso E < V no es admisible jPero en
Mecéanica Cuantica si!
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3.1.4. Ecuacion tipo Helmholtz en 1D

Counsideremos la ecuacion diferencial ordinaria

d*®(x)

dx?

+AD(z) = 0, (3.18)

donde \ es una constante °. La solucién a esta ecuacién depende del valor de la constante
A. Las soluciones seran funciones hiperbdlicas si A < 0, funciones trigonométricas si A > 0
y una funcién lineal si A = 0

Ay sinh(zv/=)) + Ay cosh(zyv/—X), si A <0,
®(z) = By sin(zv/A) + By cos(zv/\), si A >0, (3.19)
Ciz + Cy, siA=0,

donde A;, B; y C; con i = 1,2, son constantes de integracion. Algunas veces usted también
encontrara en la literatura estas soluciones escritas en términos de funciones exponenciales

B(z) = Dye"V A 4 Doe™™VA 1 si A <0, (3.20)
Tl RV 4 Feminvh g\ >0, '

donde D; y F; con i = 1,2, son constantes de integracién. Ambas soluciones son comple-
tamente equivalentes y utilizar una u otra es cuestién de gustos o de conveniencia. Desde
lugo existe una relacion entre las A; y las D;, y entre las B; y F;.

En sus cursos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias usted aprendid, que para obte-
ner una solucién especifica a un problema dado, gobernado por una ecuacion diferencial,
se deben especificar las condiciones de borde o frontera. Una de las condiciones de frontera
que aparecen con mas frecuencia en fisica son las llamadas condiciones de Dirichlet. Estas
condiciones nos requieren que la solucién de la ecuacién diferencial se anule simultanea-
mente en dos puntos dados, por ejemplo, en x =0y x = L, esto es,

®(0) =P(L) =0. (3.21)
Es directo mostrar la siguiente propiedad:

Propiedad 3.1.5 Las condiciones de Dirichlet se satisfacen unica y exclusivamente en
el caso A > 0. En los casos A <0, sdlo se puede satisfacer una de las condiciones (3.21),
pero no ambas a la vez.

Mostremos esta propiedad

9A este punto consideramos a la ecuacién diferencial como dada, sin relacién alguna con ninguna teoria
fisica particular. Hacemos esto porque la ecuacién aparece no solo en Mecanica Cuantica, sino también
en Mecénica Clésica, Electrodindmica, etc.
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s Caso A =0.

Si A = 0, la solucién es: ®(x) = Cyiz + Cy. Para que esta solucién satisfaga la
condicién ®(0) = 0, debe suceder que Cy = 0. Concluimos entonces que ¢(z) = Cyz
satisface la condicién ®(0) = 0.

Si ahora queremos que simultdneamente se satisfaga la solucion ®(L) = 0, en-
tonces debe suceder que (L) = C1L = 0 = C; = 0, con lo cual debemos con-
cluir que ®(z) = 0. Esto es, ®(z) no satisface las condiciones de Dirichlet (3.21)
simultaneamente. Se deja al@ lector@ obtener el caso donde ®(z) satisface la condi-

ciéon ®(L) = 0, y muestre nuevamente que no se satisfacen las dos condiciones
simultaneamente.
Caso A < 0.

En este caso la solucion es: ®(z) = A; sinh(2v/—\) + A; cosh(xv/—)\). Para que esta
solucién satisfaga la condicion ®(0) = 0, debe suceder que As = 0, ya que sinh0 = 0
y cosh 0 = 1. Concluimos entonces que ®(z) = A; sinh(zv/—)) satisface la condicién
®(0) = 0. Ahora si queremos que adicionalmente ®(L) = A; sinh(Ly/—)) = 0, debe
suceder que A; = 0, con lo cual al igual que en el caso anterior ®(z) = 0, concluyendo
que ®(x) no satisface las condiciones de Dirichlet (3.21) simultdneamente. Se deja
al@ lector@ obtener el caso donde ®(z) satisface la condiciéon ®(L) = 0, y muestre
que esta solucion no satisface las dos condiciones simultaneamente.

Caso A > 0.

En este caso la solucién es ®(z) = Bysin(zv/A) + Bycos(zv/A). Imponiendo la
condicién ®(0) = 0, obtenemos que By = 0, ya que sin0 = 0 y cos0 = 1. Asi la
solucion es de la forma

®(z) = Bsin(zV)\), (3.22)

donde hemos eliminado el subindice 1 de la constante B, dado que sélo tenemos esta
constante. Imponendo la segunda condicién de manera simultanea obtenemos

®(L) = Bsin(LVA) =0 =  LVX=nm, en principio con n € Z — {0}.

De lo cual concluimos que

2.2
V= %, o equivalentemente \ = nLZ , (3.23)

y la solucién adquiere la forma final
®(z) = Bsin (?) . (3.24)

A este punto es importante enfatizar lo siguiente, note que la solucién (3.19) de la ecuacién
diferencial (3.18) es valida para cualquier valor de A > 0. Pero al imponer las condiciones
de Dirichlet, la solucién (3.24) sélo es valida para ciertos valores de A. Estos valores segin
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(3.23) pertenecen a un conjunto infinito, de valores discretos. Este hecho lo encontraremos
muchas veces a lo largo del curso para otras ecuaciones diferenciales. En el lenguaje del
Algebra Lineal, los valores permitidos (3.23) de la constante A son los valores propios de
la ecuacién y las funciones (3.24) son las funciones propias.

Existe un punto muy importante atin por discutir. Cuando resolvemos ecuaciones
diferenciales queremos obtener todas las soluciones que sean linealmente independientes.
Usted aprendié en su curso de Célculo que la funcién seno es una funcién impar: sin(—z) =
— sin z. Mirando la solucién (3.24) notamos inmediatamente que debido a esta propiedad
de paridad, obtendremos la misma solucién para un ntimero n > 0, que para su inverso
aditivo —n, ya que

V_,(z) = Bsin (_72”) — _Bsin (?) — B'sin (?) o W,,(2). (3.25)

Concluimos entonces que basta con que n tome valores en los nimeros naturales. Adi-
cionalmente, dado que obtenemos una funcién propia diferente para cada valor de n, es
comun etiquetar las funciones propias con el indice n. Lo mismo sucede para los valores
propios. Escribimos asi las funciones propias y los valores propios de la ecuacién (3.18),
sujetas a las condiciones de Dirichlet (3.21), en el caso A > 0 como:

U, () = Bsin ("—Zx) L A =T (3.26)

3.1.5. Problemas de Mecanica Cuantica en 1D

Para ilustrar la aplicacién de lo visto hasta ahora en problemas sencillos de fisica,
presentamos dos ejemplos de Mecanica Cuantica en 1D.

Ejemplo 3.1.6 Particula en una caja.

Este es el primer problema que se resuelve usualmente en el curso de Mecdanica
Cudntica. Debido a su importancia y sencillez, discutamoslo aqui.

Considere una particula en una dimension, restringida a viajar a lo largo del eje x
entre x = 0 y x = L, por paredes infinitamente duras. Una particula no pierde energia
cuando choca contra estas paredes, de modo que su energia total permance constante. Des-
de el punto de vista formal de la Mecdnica Cudntica, la energia potencial V' de la particula
es infinita a ambos lados de la caja, mientras que V es constante (por conveniencia igual
a 0) en el interior. Ya que la particula no puede tener una cantidad infinita de energia, no
puede ezistir fuera de la caja, y asi su funcion de onda es: V(x) =0 parax <0 y x> L.
Nuestro objetivo es encontar el valor de V(z) dentro de la caja, es decir para x € [0, L].
La ecuacion de Schrédinger (3.15) para este problema es

)
2m  dx?

= EV¥(x), sujeta a las condiciones: W(0) = W(L) = 0. (3.27)
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FEstamos considerando V = 0 dentro de la caja jPero ya hemos resuelto el problema! la
solucidn es (3.26) con A\ = 2mE/h?. Concluimos entonces que las funciones propias y los
valores propios de la ecuacion (3.27) son

2,2 2
U, (2) = Bsin (”—7;“) y E, = F;?Z—; con: n € N. (3.28)
¢ Como interpreta la Mecdnica Cudntica este resultado? Segun el postulado 3.1.3 se dice
que la energia de la particula sélo puede tener ciertos valores o miveles de energia E,,
donde al nimero n se le llama nimero cuantico. Esto es jUna particula en el interior de
una caja no puede tener una energia arbitaria! El hecho de que la particula esté confinada
da lugar a restricciones en su funcion de onda que le permiten tener solamente las energias
determinadas mediante (3.28).

Es significativo que la particula no pueda tener energia cero; si la tuviera, la funcion
de onda V tendria que ser cero en cualquier lugar de la caja y esto significa que la particula
no podria estar alli presente. La exclusion del valor E =0 como un valor posible para la
energia de una particula encerrada, lo mismo que la limitacion de E a un conjunto de
valores discretos, es un resultado de la Mecdnica Cudntica que no tiene contrapartida en
la Mecanica Clasica, donde todas las energias, incluyendo el cero son posibles.

Finalmente del postulado 3.1.4 concluimos que la funcion de estado mdas general
posible para una particula en una caja es

U(z) = i by sin (”—Z‘T) . (3.29)

Pero esto no es otra cosa que jla serie de Fourier del estado ¥ (x)! Compare con la ecuacion
(2.19).

Ejemplo 3.1.7 Particula en un circulo.

Como sequndo ejemplo consideremos una particula en una dimension, restringida a
moverse a lo largo de una circunferencia. En el lenguaje utilizado en el ejemplo 1.2.7, la
particula estd restringida a moverse en el volumen de S*. Como no existe fuerza actuando
sobre la particula, podemos considerar que V = 0. Como el problema es en una dimension,
entonces la particula debe obedecer la misma ecuacion de Schodinger que la particula en
la caja, pero la condicion de frontera debe ser diferente. Si S' tiene radio R, entonces
el volumen de S*(R) es: 2w R. Fisicamente si la particula se encuentra en el punto T o
r + 27 R, no deberia cambiar ninguna propiedad fisica. Esta situacion fisica se traduce
a una condicion de periodicidad sobre la funcion de onda, para la cual imponemos que:
O(z) = ®(z + 27R). A las funciones que satisfacen esta condicion a veces se les llama
funciones univaluadas, ya que esta condicion implica que la funcion de onda ®(x) vale
lo mismo para el punto x y todos los puntos que difieren de x en un maultiplo entero de
21. Matemdticamente tenemos entonces que la particula queda descrita por la funcion de
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onda ®(z) que satisface la ecuacion de Schréodinger

1 o)

2m  dx?

= Ed®(z), sujeta a las condicion: ®(x) = ®(z + 27 R). (3.30)

Note que en principio la coordenada x tiene como dominio de definicion todos los reales
x € R. Pero st utilizamos la condicion de periodicidad, nos basta con conocer los valores
de la funcion de onda ®(x), para x en el intervalo: x € [0,2wR). Note también que
la coordenada x es el producto de un dngulo por el radio de S', esto es, v = ¢R. En
principio también en este caso, la variable dngular ¢ tiene como dominio de definicion
R, pero nuevamente si utilizamos la condicion de periodicidad, basta con conocer a ¢ en
el intervalo [0,2m). Si escribimos la ecuacion de Schodinger en términos de la variable ¢
en vez de la variable x, obtenemos directamente de (3.30)

R 2o(h) | -
—————==FE n: ¢(p) = o 2m). 31
i 4o (@), sugeta a las condicion: ®(Q) (¢ +2m) (3.31)
O equivalentemente
LO(6) 2mRE 20 (¢)  2mR’E

¢Cudl es la solucion a esta ecuacion? Nuevamente son funciones trigonométricas, pero
esta vez es mds directo imponer las condiciones de frontera si consideramos la forma
compleja de la solucion. Tenemos entonces que

D(¢) = AV, (3.33)

con A = cte. Imponiendo la condicion de frontera en esta solucion nos lleva a obtener
una condicion para A

B(p) = B(¢p+2m) = OEIVAZ VA o 2R o A=nel

Concluimos entonces que las funciones de onda y los valores de la energia son

n2h?
T OmR2

d(p) = Ae™ y E, con: n € 7. (3.34)

El estado fisco mds general posible de una particula en un circulo serd entonces
O(g) = > cne™. (3.35)

Pero esto no es otra cosa que jla serie de Fourier de la funcion ®(¢) sobre el circulo
unitario! Compare esta ecuacion con la ecuacion (2.24).
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3.2. Clase 8

El objetivo de esta clase es presentar el método de solucién de las Ecuaciones Dife-
renciales Parciales conocido como método de separacion de variables. En vez de elaborar la
teoria en general y hacer afirmaciones en abstracto, ejemplificaremos el método aplicando-

lo a la ecuacién de Helmholtz
V32U + k20 = 0,

donde V? es el operador laplaciano. Esta ecuacién aparece tan frecuentemente en fisica,
que es muy interesante obtener sus soluciones. Cuando k = 0, la ecuacion se reduce a la
ecuacion de Laplace. Por simplicidad discutiremos primeramente el caso en 2D.

3.2.1. Coordenadas cartesianas en 2D

Si la ecuacién de movimiento de un problema particular tiene suficiente simetrias
del tipo adecuado, entonces algunas veces es posible reducir el problema a alguno que
involucre ecuaciones diferenciales ordinarias

Ecuacién Diferencial Parcial Conjunto de
+ < Ecuaciones Diferenciales
simetrias Ordinarias

Como ejemplo del método de separacion de variables, estudiaremos el caso de la ecuacion
de Helmholtz (V? + k*)¥ = 0, que tiene como caso particular a la ecuacién de Laplace
V2¥ = 0. Estudiaremos el método en dos diferentes sistemas coordenados en 2D: coorde-
nadas cartesianas y coordenadas polares.

En coordenadas cartesianas la ecuacion de Helmholtz es

*V(z,y) N PV (z,y)
ox? 0y?

+ E*W(x,y) = 0. (3.36)

. Qué simetria tiene esta ecuacion? Como puede verse, esta ecuacion es invariante ante
una traslacién de coordenadas

r—r+c =1, y—y+c =7, (3.37)

donde ¢y y ¢y son constantes. Ante esta transformacién de coordenadas se tiene que
g 90ro 0 g 9dyo 0

A=A s A= aa -0 VY NG — V(5.4 _
or  0xdx 0z Oy Oyoy Oy (z,y) — V(z+cr,y+ea) (7,9), (3.38)

con lo cual concluimos que la ecuacién de Helmholtz es invariante ante una traslacion de

coordenadas

PU(xy) | V()
0x? 0y?

O*V(&,y)  0*W(Z,y o
+EU(z,y) =0 = 8;2 ) + 05]2 ) +E0(2,9) = 0.
(3.39)




3.2CLASE 8 79

Esto no significa que ¥(z,y) = W(Z, ), sino que la solucién transforma de manera tal que
si W(x,y) es solucién, entonces W(x + ¢1,y + ¢3) también es solucién.

Como su nombre lo indica, el método de separacion de variables es un método
que nos permite separar una ecuacion diferencial parcial en un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Esquematicamente podemos describir el método en 3 pasos:

Paso 1. Proponemos que la funcién de dos variabes ¥(x,y), se pueda expresar como un
producto de funciones de una variable

U(z,y) = X (@)Y (). (3.40)
Con esta forma de la funcién, la ecuacion de Helmholtz se reescribe como

0?X (z) 0?Y (y)

——— + X(2)—— + KX (2)Y (y) = 0. 3.41
S FX@ ()Y (1) (3.41)

Paso 2. Multiplicamos la ecuacién por una funcién apropiada que nos permita separar las

variables. En el caso de coordenadas cartesianas, ésta corresponde simplemente al inverso

de la funcién ¥(z,y) = X (2)Y (y)

Y(y)

; aQX(fl?) - 32Y(y) 25 (1 _
1 (92X(x) 1 (92Y(y) ,
- X(z) 0Ox* +}/(y) y? +k’/ = 0. (3.42)

sélo depgnde de x sélo dep‘e,nde de y

Después de estos dos pasos se ha logrado el objetivo del método, separar los términos que
dependen de la variable z, de los que dependen de la variable y. Explicitamente tenemos

1 PX(x) 1 9*Y(y)
X(z) 022  Y(y) Oy?

Paso 3. El dltimo paso del método consiste del siguiente argumento: el lado izquierdo
de la ecuacién (3.43) sélo depende de la variable z, mientras que el lado derecho sélo
depende de la variable y. Dado que ambos miembros de la ecuacién son iguales para todo
x y para todo y, y ademés éstas son coordenadas independientes, la tinica forma de que
se satisfaga la igualdad, es que ambos lados sean igual a una constante. Llamemos a esta
constante a;

+ k2. (3.43)

B 1 azX(x)_ 1 0%Y(y) 2 _ 2
XG) o2 V() 0y + k% = aj. (3.44)

Obtenemos entonces dos ecuaciones diferenciales ordinarias

62;; (f) +a?X(x) =0, (3.45)
82Y(2y) + (k* —a?)Y(y) = 0. (3.46)
dy ——

— 2
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En resumen, el método de separacién de variables nos permitié escribir la ecuacion de
Helmholtz, que es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de dos variables, como
dos ecuaciones diferenciales ordinarias
92X
axgx) + G%X<x) = 07
VU (z,y) + KU (2,y) =0 = con k¥ =ai+a;. (3.47)

9%y
2+ a3Y (y) =0,

Las soluciones a estas ecuaciones diferenciales ordinarias son de la forma

X(z) ~ e Y (y) ~ e, (3.48)

En principio, las constantes a; y as pueden ser 1°

reales = soluciones oscilatorias sujetas a
imaginarias =- soluciones exponenciales crecientes y decrecientes k* = a2 + a3

Lo que determinara su naturaleza tultima, son las condiciones de frontera del problema
especifico. La solucién general a la ecuacién de Helmholtz (3.36) antes de imponer las
condiciones de frontera, es una suma infinita sobre las funciones exponenciales (3.48)

\I/(QZ, y) = / / C(CLl, CLQ) emlz 6ia2y da1 dCLQ, (349)
a1 Jas

donde a; y ay son constantes arbitrarias, sujetas tinicamente a la condicién a? + a3 = k2.

Sin embargo, las condiciones de frontera aseguran que existe inicamente un nimero
infinito de parejas discretas para las constantes de separacion, recuerde los ejemplos: 3.1.6
y 3.1.7. En un problema bien definido!!, las condiciones de frontera determinan de manera
tunica los valores de los coeficientes constantes c(ay, as).

Ejemplo 3.2.1 Obtengamos la forma de la funcién arménica'® p(x,y) en el interior de
la region rectangular: 0 < x < a, 0 <y < b, sujeta a las condiciones de frontera

o(z,0) =0, o(z,b) = f(x), 0<z<a,
0(0,9) =0, ¢(a,y) =0, 0<y<b. (3.50)

Solucion: Como p(x,y) es armdnica, ésta satisface la ecuacion de Laplace

D%p(x,y) N Op(x,y)
0x? Oy?

=0, para 0<zx<a, 0<y<bh. (3.51)

1ONote que ésto no es nuevo, sélo es una forma diferente pero equivalente de presentar las soluciones
(3.20) de la ecuacién (3.18).

HEn la literatura sobre ecuaciones diferenciales, a veces se utiliza el término “colocado”, para referirse
a una ecuacién diferencial bien definida.

12 A una funcién que satisface la ecuacién de Laplace se le llama funcién arménica.
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Hemos visto que esta ecuacion se puede resolver aplicando el método de separacion de
variables. Encontramos que proponiendo p(z,y) = X ()Y (y), la ecuacion de Laplace se
reescribe como dos ecuaciones diferenciales ordinarias (ver ec. (3.47))

0?X (z)

oy +aiX(x) = 0, (3.52)
8’y
aygy)+a§Y(y) ~ 0, (3.53)

donde las constantes de separacion estdin sujetas a la relacion a®+a3 = 0. Las condiciones
de frontera que satisfacen las funciones X (x) y Y (y), se obtienen de las condiciones (3.50)
que satisface la funcion o(x,y).

P(0.5) = X(OY () =0, o
wwwﬁaﬂ@Y@yza} = X(0) = X(a) =0, (3.54)
0

o(x,0) = X(x)Y(0) =0, = Y(0)=0. (3.55)

La condicion restante no cambia ¢(x,b) = f(x). Antes de ir a la solucion del problema,
note que de la condicion a? + a3 = 0, podemos inferir que a; y as no puden ser ambos
numeros reales, ya que la unica posibilidad de satisfacer la ecuacion, seria que ambos fuer-
an cero. Por la misma razon tampoco pueden ser ambos numeros imaginarios. Concluimos
entonces que uno de ellos serd un numero real y el otro serd un niumero imaginario. Pero
¢Cudl de las dos constantes es un numero real, a; ¢ ay? La respuesta es directa, en la
seccion 3.1.4 vimos que la ecuacion diferencial (3.52) sujeta a las condiciones de Dirichlet
(3.54) tiene soluciones sdlo si a® es un mimero real, por lo tanto

X (x) ~ sin (@) ., donde a; = T, con n=123,... (3.56)
a a
Sélo nos resta resolver la ecuacidn (3.53) con a3 = —a?
9%y 22
W) _ gy —o, (3.57)

0y? a?

sujeta a la condicion de frontera (3.55) y X (2)Y (b) = f(x). Pero esta solucion también
la obtuvimos en la seccion 3.1.4. Vimos que la solucion general a la ecuacion (3.53) es

Y (y) = By sinh (@) + Bj cosh <w> : (3.58)
a a
Y para que esta solucion satisfaga la condicion de frontera en y = 0, entonces, By =0 y

por tanto

””y). (3.59)

Y (y) ~ sinh (—

a
Concluimos entonces que la solucion armonica ¢ tiene la forma

olx,y) = i A, sin <@> sinh <@> : (3.60)

a a
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donde las constantes A, queddn aun por determinarse. ;Como las determinamos? Las
determinamos utilizando la condicion de frontera restante

o(z,b) = f(x) = io:An sin (?) sinh (%ﬂb) : (3.61)

Pero esta expresion corresponde a juna serie de Fourier en 1D! Podemos visualizar la
serie de dos formas equivalentes. Una como el desarrollo de Fourier de la funcion f(x)
donde los coeficientes son el producto A, sinh (”T”b) o como el desarrollo de Fourier de
la funcion f(x)/sinh (*22) con coeficientes A,. Aunque podemos obtener directamente la
expresion de los coeficientes A, utilizando la ecuacion (2.20), los calcularemos utilizando
las relaciones de ortogonalidad de las funciones seno.

Multiplicando la ecuacion (3.61) por el sin(mrx/a), integrando en el intervalo x €
[0, a] y utilizando las condiciones de ortogonalidad del seno obtenemos

s (e = S (%57) [ (7 (75
— ZA sinh (nzb) 25mn _ A sinh (m;rb) |

n=1

Despejando el coeficiente A,, se obtiene finalmente

A, = ——
asmh m”b / f(w)sin

Sustituyendo esta expresion del coeficiente en la ecuacion (3.60) obtenemos finalmente la
expresion de la funcion armonica

m”) dz. (3.62)

Z b / f(2)sin (mwz) dz| sin <@) sinh (@) . (3.63)
— asmh mT a a a
En el caso particular en que la funcion f(x) =V con V =constante, obtenemos
“ V ¢ V
/ V sin (mm;) dr = —2 cos <@) = —a—(cosmr—l)

0 a nm a /|, nm
. aV n B 0 n par
= - (=1)"—=1)= { % n impar (3.64)

por lo cual, la funcion armonica buscada es

-y (ngb) sin (225 sinh (“22) (3.65)

n= 1: ’57
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3.2.2. Coordenadas polares

En muchos problemas fisicos las condiciones de frontera son tales que los valores de
una funcién o de sus derivadas se especifican sobre superficies curvas (circulos, parabo-
las, hipérbolas, etc.). En estos casos las coordenadas cartesianas no son adecuadas para
la formulacién de problemas con valores en la frontera y debemos utilizar otro sistema
coordenado.

El segundo ejemplo de separabilidad que estudiaremos en 2 dimensiones es el de
la ecuacion de Laplace en coordenadas polares. Las coordenadas polares tienen como
dominio de definicién los intervalos: p € [0,00), ¢ € [0,27) y estdn relacionadas con las
coordenadas cartesianas a través del cambio de variables

T = pcos o, y = psin ¢. (3.66)
En coordenadas polares la ecuacién de Helmholtz se escribe explicitamente en la forma

10 [ 0¥ 1 0?0
(VP +E)¥(p,¢) =0 = PYr <pa—p> + e + k20U = 0. (3.67)

Proponiendo la separacion de variables

U(p,0) = R(p)®(¢), (3.68)
la ecuacion de Helmholtz se reescribe como

®(¢) 0 ( OR(p)\ , R(p) *®(¢)
p 0p(p dp )+ p? 0¢?

+ E*R(p)®(¢) = 0, (3.69)

y multiplicando la ecuacién por p?/(R(p)®(¢)) obtenemos

p 0 OR(p) 1 0°®(¢) 2 2
R(p) dp (p dp )+¢(¢) oz TR =0 (3:70)

Note que en esta ecuacion las variables estdn separadas. Introduciendo la constante de
separacién: m? > 0

p 0 < 8R(P)) 2 2 1 0*0(¢) 2
[ p ) k22 = — =m?>, 3.71
R(p) op \" " 0p "8 06 (3.71)
obtenemos el par de ecuaciones diferenciales ordinarias
0?®(¢) 9 B
902 +m ®(p) = 0, (3.72)

0R<P) 2 2 2 o
= (pa—p)ww ) (3.73)
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Usualmente cuando uno esta aprendiendo el método de separaciéon de variables, uno duda
sobre el signo que debemos utilizar frente a la constante de separaciéon m? (suponiendo
que m € R). Pero usted no debe dudar, el signo que debe llevar en frente la constante
m? es aquel que de origen a la ecuacién (3.72). jPor qué? Pues porque al igual que en
el ejercicio 3.1.7, la funcién ®(¢) debe ser una funcién univaluada debido a las condi-
ciones de periodicidad de la variable angular ¢. Si en lugar del término +m?® en (3.72)
tuvieramos —m?®, las soluciones de la ecuacién serian funciones hiperbélicas, pero estas
funciones jno son periédicas! Asi la tinica posibilidad es que las soluciones sean funciones
trigonométricas y por lo que hemos aprendido, sélo tenemos funciones trigonométricas si
tenemos la ecuacién (3.72) con el término +m?. En otras palabras, la condicién de fron-
tera (periodicidad de ®(¢) en este caso) nos dice el signo de la constante de separacion
m? para que la ecuacién resultante tenga solucién, sujeta a esas condiciones de frontera.

Ejemplo 3.2.2 Considere un aro circular metdlico de radio a, dividido en dos semicir-
cunferencias aisladas entre si. Las mitades del aro se mantienen a un potencial +V y —V
respectivamente. Nuestro objetivo es calcular el campo eléctrico en la region interior del
aro. Como usted aprendio en su curso de Campos, el campo eléctrico se puede calcular
facilmente a partir del potencial electrostdtico ¢ el cual debe satisfacer la ecuacion de

Laplace
10 [ Op 1 9%p
2| ,2E — T 0. 74

pOp <p5p>+020¢2 ! (3.74)

En nuestro ejemplo, el potencial estd sujeto a las condiciones de frontera

+V O0<o<m,

dao)=so)={ Ty DSOS 5.7

Aplicando separacion de variables: ¢(p, ») = ®(p)R(p), obtenemos el par de ecuaciones
(3.72) y (3.73) con k=0. Las soluciones a la ecuacion (3.72) ya las hemos obtenido, y
son: la funcion constante &y = Cy y las funciones trigonométricas ®,,(¢) ~ cos(mo),
O’ (@) ~ sin(me) con m € N (ver ec. (3.19)). Explicitamente tenemos que

O(¢) = Co+ » _ (Concos(me) + Dy, sin(me)) (3.76)
m=1
donde Cy, y D, son constantes. La ecuacion radial (3.73) se puede reescribir como

PR 1dR m?
—— 4+ -———R=0. 3.77
dp? " pdp  p? (3.77)

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de Euler y sus soluciones son

| C =cte. y logp, param =0,
Rm(p) - { pm Y p—m’ para m > 0 (378>
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Ast las soluciones a la ecuacion de Laplace (3.74) son de la forma

Do Ro(p) = { Ao,

DO IOg P
donde Ay y Dy son constantes, mientras que en el caso m > 0, las soluciones son de la
forma

para m=0, (3.79)

[ Awpmcos(me),  Bup™sin(mo),

O (9) Fom(p) = { Enp ™ cos(me), Fpp ™ sin(mo),

donde A,,, B, E,, y F,, también son constantes. Sin embargo, aunque matemdticamente

tenemos varias soluciones posibles, un arqgumento fisico nos elimina la mitad de ellas.

Dado que el campo eléctrico E se obtiene a través de un gradiente, E= —V, el potencial

electrostatico debe tener un gradiente en p = 0. Dicho de otra manera, queremos que el

potencial ¢ esté bien definido en p = 0. Para que esto suceda, las soluciones p~™ y logp

no son admisibles. Concluimos entonces que la solucion de la ecuacion de Laplace es de
la forma

(3.80)

0(p, ) = Ao+ > _ p" (A cos(mg) + By, sin(me)) . (3.81)
m=1
Para que esta solucion satisfaga la ecuacion de frontera (3.75), debemos evaluarla en
p =a, con lo cual

olp=a,¢) = = Ag+ Z (A, cos(me) + By, sin(mg)) . (3.82)

Pero esto no es otra cosa que la serie de Fourier de la funcion escalon (2.21), discutida
en el ejemplo 2.2.1. La unica diferencia es que ahora los coeficientes de la serie estan
multiplicados por la constante a™, es decir a™B,, = b,,, donde B, son los coeficientes
de la serie (3.82) y by, son los coeficientes de la serie de Fourier en el ejemplo 2.2.1. Lo
mismo debe suceder para los coeficientes A,,, pero del ejemplo referido sabemos que éstos
se anulan. Los coeficientes no nulos son segun 2.2.1, b,, = a™ B,, = % con m un nUmMero
impar. Asi el resultado final del potencial es

o(p, ) = 4: 3 i(ﬁ)msmmd), p<a. (3.83)

m \a
m=1,3,5,...

Note que en el limite p = a, el potencial se reduce a la serie de Fourier de la funcion
escalon (2.22) jcomo debe ser!

¢ Cudl es la expresion del potencial para p > a?

3.3. Clase 9

Una vez que hemos aprendido el método de separacién de variables analizando la
ecuacion de Helmholtz en sistemas coordenados en 2D, apliquemos el método al caso de
3D. Nuevamente nos limitaremos a discutir la ecuacién de Helmholtz.
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3.3.1. Ecuacion de Helmholtz en coordenadas cartesianas 3D

En la seccion 3.2.1 hemos discutido el método de separaciéon de variables de la
ecuacion de Helmholtz en coordenadas cartesianas con dos variables independientes. Nues-
tro objetivo es generalizar este resultado al caso de 3D.

En coordenadas cartesianas la ecuacion de Helmholtz es

0¥ (z,y, 2) N O*U(z,y, z) N O*U(z,y, z)

axz ayQ 822 + /{52\11(1’7 Y, Z) =0. (384)

Aligual que en el caso 2D, uno se pregunta por las simetrias de esta ecuacién. Como puede
verificarse facilmente, esta ecuacién es invariante ante una traslacion de coordenadas

Tr—x+c =7, y—y+c =7, z—z4c3 =2 (3.85)

donde ¢y, co y c3 son constantes. Esta simetria es la que nos permite separar variables en
la ecuacién (3.84).

Siguiendo el método de separacion, proponemos que la funcién de tres variabes
U(z,y, z), se pueda expresar como un producto de tres funciones de una variable

U(r,y,2) = X(2)Y(y)Z(2). (3.86)
Con esta forma de la funcién, la ecuacion de Helmholtz se reescribe como

Y (1) 2(2)2 ;i ) | X(@)2(2)? ayy ) +X(x)Y(y)aaLz(j)+k2X(Q;)Y(y)Z(z) — 0. (3.87)

Multiplicando la ecuacién por el inverso de la funcién: ¥(z,y, 2) = X (2)Y (y)Z(z), obten-
emos

1 aQX(LU) 1 82Y<y) 1 822(2) -
—_— — —_——

solo depende de x  sélo depende de y  s6lo depende de z

Al igual que en el caso de 2D, hemos logrado separar los términos que dependen de la
variable z, de los que dependen de la variable y y z.

Aplicando el dltimo paso del método a esta ecuacion, notamos que en esta ocasion
tendremos que introducir dos constantes de separacion. Es decir, tendremos que aplicar el
ultimo paso en dos ocasiones. La primer constante de integracion se introduce al escribir,
por ejemplo, el término que depende de la variable z por separado

L P26 1 PX@) 1 PYW) e
Z(z) 022  X(z) Ox? +Y(y) Oy? + k= ag, (3.89)
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Obteniendo una ecuacion diferencial parcial en dos variables y una ecuacion diferencial
ordinaria

1 9*°X(x) 1 0%Y(y)

X@) 02 v o W@ =0 (3.90)
ai9+ﬁﬂ@==0 (3.91)

Pero la ecuacion (3.90) es la misma que la ecuacién (3.42) y sabemos que para separarla
debemos introducir una constante de separaciéon adicional. No debemos trabajar més jya
sabemos como separar la ecuacion! La separacion estd dada por la ecuacion (3.47)

T 1 02X (x)
(V?+ k) ¥(z,y,2) =0 = 9 Yg Y4 a2y (y)
P

fy a3 Z(2)

0,
0, con k*=ai+a;+a;. (3.92)
0

En resumen, el método de separacion de variables nos permitié escribir la ecuacion
de Helmholtz, que es una ecuacién diferencial en derivadas parciales de tres variables,
como tres ecuaciones diferenciales ordinarias. Las soluciones a estas ecuaciones son de la
forma

X(x) ~ e M® Y(y) ~ e, Z(z) ~ €% (3.93)

y la solucién general a la ecuacién de Helmholtz (3.84) antes de imponer las condiciones
de frontera, es una suma infinita sobre las funciones exponenciales (3.93)

U(z,y, 2 /// c(ay, ag, as) 1" €Y €% da, day das, (3.94)

donde a1, as y as son constantes que pueden ser reales o imaginarias, sujetas unicamente
a la condicién: a? + a3 + a3 = k2.

Ejemplo 3.3.1 Consideremos un problema tipico de electrostatica en el cual un para-
lepipedo hueco de aristas a, b y ¢, se compone de platos metdlicos conductores donde 5
de ellos se mantienen a potencial cero y el restante a un potencial constante V. Nuestro
objetivo es calcular el potencial electrostdatico en cualquier punto dentro del cubo.

Matemdticamente deseamos resolver la ecuacion de Laplace
Vip(x,y,2) =0, (3.95)
sujeta a las condiciones de frontera
2(0,y,2) = pla,y,2) = o(z,y,0) = p(x,y,¢) = (,0,2) =0,  p(x,b,2) =V. (3.96)

Es claro que estamos considerando la cara: y = b, como la que se encuentra al potencial
constante V', con las otras 5 caras a potencial cero.
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v

Figura 3.1: En la figura mostramos un paralepipedo hueco de arista a en el eje x, b en el
eje y y c en el eje z.

Dado que queremos resolver V2¢(z,y,z) = 0, la constante k que aparece en la
ecuacion de Helmholtz (3.84) debe tomarse igual a cero: k =0, con lo cual las constantes
de separacion satisfacen

ai + a3+ a3 = 0.
Aplicando el método de separacion de variables a la ecuacion de Laplace, sabemos ya que
obtendremos las tres ecuaciones diferenciales ordinarias (3.92). Pero ;Qué condiciones de
frontera satisfacen estas ecuaciones? Estas condiciones las obtenemos aplicando el método
de separacion de variables a las condiciones (3.96). Las condiciones resultantes son

0(0,y,2) = ¢la,y,2) =0 = X(0) = X(a) =0,
o(x,y,0) =p(x,y,¢) =0 = Z(0)=Z(c) =0, (3.97)
o(r,0,2) =0 = Y(0)=0.
La sexta condicion no se modifica o(x,b,z) = V.

Tenemos asi dos ecuaciones diferenciales ordinarias sujetas a condiciones de Dirich-
let en los dos extremos y una ecuacion diferencial ordinaria sujeta a una condicion de
Dirichlet sélo en un extremo, pero jya conocemos la solucion a estas ecuaciones!

Las soluciones en las variables x y y son de la forma (3.26), explicitamente

X(z) ~ sin (@) . Z(2) ~sin (mm> , (3.98)
a c
donde n,m € N. Como a3 + a3+ a2 =0, a; = "oy a3 = T, concluimos que ay es un
numero imaginario
2 2 2 2
2 _ 2 2\ _ 2 (1 m iy n m
a2——(a1+a3)——7r (E—F?) = Q9 =17 E—F? (399)
Asi la ecuacion para la funcion Y (y) es
PY(y) o (n* m’
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Pero hemos visto en el ejemplo (3.2.1) que la solucion a esta ecuacion sujeta a la condicion

de Dirichlet Y (y) =0 es
. In?  m?

Habiendo utilizado 5 de las 6 condiciones de frontera, concluimos que la forma mads general
del potencial, sujeto a las condiciones de frontera (3.97) es una combinacion lineal de las
soluciones independientes: Qun(x,y, 2) = Xp(2)Ynm(y) Zm(2)

o(r,y,2) = Zanmgonm(x,y,z)

m>0 n>0
2 2
— 33 Byusin <@> sin (mm> sinh [ /% + ™ 2y ), (3.102)
a c a? c?
m>0 n>0

donde los coeficientes By,, son constantes. ;Como determinamos estos coeficientes? La
respuesta es sencilla, de la condicion de frontera que no hemos utilizado aun

2

. (PTTN . qmzy\ . b q?
cp(:c,b,z):V:ZZqusm( ” )sm( . )smh( ?+g7rb> (3.103)

p>0 ¢>0

y de la relacion de ortogonalidad de la funcion seno

V/O“ sin (n;r$) dx /Ocsjn <m2.2> dz ;;qu/ sin (—) SlIl( ) dx

c 2
/Siﬂ(mﬂz)sin< dzsmh( p——i—q—2 )
0 c a?
= ZZ pn qmsmh<\/—2+q—27rb

p>0 ¢>0

ac ) In?  m?
= ZBnm sinh ( ? + ? Wb) .
Por lo que
4 a C
B = v / sin (W) dx / sin (mm> dz. (3.104)
acsinh ( . ’ ) 0 “ 0 ¢

n m
a—2+c—271'b

Pero en la ecuacion (3.64) ya hemos calculado esta integral. El resultado es 2a/(nm) para
la primer integral y 2c/(mn) para la sequnda, con n y m nuameros impares. Obtenemos
entonces finalmente que el valor de los coeficientes es

16V

nmm? sinh (\/Z_j + 77;—2271'5)

B = , con:n,m=123,5,.... (3.105)
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y la expresion del potencial dentro del paralepipedo es

inh /n2 , m2
16V 1 . /nmxN . /mrz St ( z T Wy)
P(r,y,2) = 2 Z Z nm St < a ) Sl ( c ) /
n=1,3,... m=1,3,... sinh ( Z; 4+ m2 m2 ’ﬂ'b)

3.3.2. Ecuacién de Helmholtz en coordenadas polares esféricas

(3.106)

Al igual que en 2D, en 3D muchos problemas fisicos aparecen con condiciones de
frontera tales que los valores de una funciéon o de sus derivadas se especifican sobre su-
perficies curvas (esferas, cilindros, etc.). En estos casos las coordenadas cartesinas no son
adecuadas para la formulacién de problemas con valores en la frontera y debemos trabajar
las ecuaciones en otros sistemas coordenados.

El segundo ejemplo de separabilidad que estudiaremos en 3D, surge al resolver la
ecuacion de Helmholtz en coordenadas esféricas (7,0, ¢). Las coordenadas esféricas tienen
como dominio de definicién los intervalos: r € [0,00), § € [0,7], ¢ € [0,27) y estan
relacionadas con las coordenadas cartesianas (x,y, z) a través del cambio de variables

xr=rsinfcos¢p, y=rsinfsing, z=rcosh. (3.107)
En términos de las coordenadas esféricas, la ecuacion de Helmholtz
V2U(r,0,0) + k*U(r,0,¢) =0, (3.108)

se escribe explicitamente en la forma

19 [ 00 19 0w L e
7‘287“( 3r)+rzsin0% <51n0%)+—2_+k\1}_ . (3.109)

Es 1til reescribir esta ecuacién en la forma equivalente

Lo (08

2 4 2y = 11
5 8r>+ — ViU +k 0, (3.110)

donde hemos definido el operador laplaciano angular V%e ) COMO

1 9 ) 1P
2 ~Z
Voo = 5no o0 (Smeae) T SnZe0g2 (3:111)

El objetivo de hacer esta rescritura de la ecuacién de Helmholtz es separar explicitamente
la dependencia de la ecuacion en la coordenada r, de la dependencia de la ecuacién en las
coordenadas angulares 0 y ¢.

Siguiendo la prescripcién que hemos dado para emplear el método de separacion
de variables, el primer paso es proponer una solucién como un producto de funciones.
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Veamos que podemos separar la ecuacién de Helmholtz (3.110) si reescribimos la funcién

U(r,0,¢) en la formal?

U (r,0,6) = %R(T)Y(G,qﬁ). (3.112)

Para ello note que al calcular la derivada parcial radial se obtiene

& = w2 (2r0) 6.0 = (-5r0+ 220 v 6.0,

290 (—R(r)+raR—m) Y (0,90),

r

or or

0 (0% _ (_OR()  OR()  OR() R
:>E<r W) B (_ or + or tr Or2 >Y(9,¢)—7“ 52 Y (0, 9).

Sustituyendo esta expresion de la derivada, en la ecuacién de Helmholtz (3.110), obten-
emos

LRy v,, Y (0.0) + IR Y(0.0) =0, (3.113)

r2 p r

Finalmente, multiplicando esta ecuacién por r2/¥(r, 0, ¢) se tiene

2 92
r* O0°R(r) 21.2 1 2

+rk*+ ——V7,  Y(0,0) =0. 3.114

R(r) Or? Y(0,4) 9 (6. 9) (3.114)

Vemos asi que el método de separacién de variables funciond, ya que hemos logrado

escribir la ecuacion de forma tal que los primeros dos términos solo dependan de la coor-

denada 7, mientra que el tercer término sélo depende de las coordenadas angulares 6 y ¢.
Introduciendo la constante de separacién A tenemos

r* O*R(r 1
R arg ) + 7k =\ = —mvﬁwwe,cﬁ). (3.115)
., Qué hemos logrado? hasta ahora hemos logrado separar la ecuacion diferencial parcial
de tres variables (r,0,¢) en dos ecuaciones. Una de ellas sélo depende de la variable r
y es por tanto una ecuacion diferencial ordinaria. La otra ecuacién es una ecuacién en
derivadas parciales, pero ésta sélo depende de dos variables, las variables angulares 0 y ¢.
Explicitamente tenemos

2
d fgr) = (% — k:2> R, Ecuacién Diferencial Ordinaria. (3.116)

r T
V%M))Y(@, o) = =AY (0,9), Ecuacion Diferencial Parcial. (3.117)

Técnicamente las funciones Y (6, ¢) que resuelven la ecuacién diferencial parcial (3.117)
reciben el nombre de armonicos esféricos. El punto clave es mostrar ahora que esta

R(r)

r "

13En algunos libros se utiliza la notacién u(r) =
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ecuacion diferencial para los armonicos esféricos sobre la esfera unitaria, es bien com-
portada tunicamente si la constante de separaciéon A toma ciertos valores discretos no
negativos (un nimero infinito de ellos). La manera més elegante de mostrar este resulta-
do es hacer uso de las propiedades de simetria de la esfera y utilizar la teoria de grupos.
Sin embargo un anélisis de este tipo estd fuera del objetivo de este curso. La técnica
que emplearemos para mostrar el resultado deseado es examinar las condiciones bajo
las cuales se evita el comportamiento singular de las funciones propias de la ecuacion
diferencial parcial (3.117). Para ello, dado que la ecuacién depende de las dos variables
angulares, utilizaremos una vez méas el método de separacién de variables. Propongamos
la separacion

Y(0,0) = 0(0)(¢). (3.118)
Tenemos entonces que la ecuacién (3.117) se reescribe como
®¢) 0 (. ,00(0)\ O &*
sin 0 00 (Sme 26 ) timrgage ~ OWR@) (3.119)

Multiplicando la ecuacién por sin? §/6(6)®(¢) obtenemos

sind 9 (. 96(0) L ap, 1 0P0(9)

En esta ecuacion las variables han sido separadas nuevamente, dado que los dos primeros
términos dependen sélo de la coordenada 6, mientras que el ultimo término sélo depende
de la coordenada ¢. Introduciendo la constante de separacién m? obtenemos finalmente
el siguiente par de ecuaciones diferenciales

D*®(¢p
(%(2 ) +m?®(¢p) = 0, (3.121)
sin 9% (sin eag—f)) + (Asin? 8 —m?)©(0) = 0. (3.122)

La solucién a la ec. (3.121) ya la hemos estudiamos en el ejemplo 3.1.7. Aprendimos que la
solucidn a esta ecuacién cuando se satisface la condicién de periodicidad: ®(¢) = ®(p+27)

esta dada por

1 .
®,,(¢) = ——€"™?,  con m € Z. (3.123)

V21
Para analizar la ecuacion diferencial para 6 (ec. 3.122), es conveniente definir una nueva
variable independiente, x = cosf y para que la ecuacion se vea como las que usted ha
estudiado en sus cursos de ecuaciones diferenciales, también cambiaremos el nombre de la
funcién, ©(0) — y(x). Ante el cambio de variable, la derivada respecto a la coordenada
angular 6 se reescribe en términos de la derivada parcial respecto a la variable x como

o  0r 0 0

0 0
r=cosf = 50— 90 9 sm@(% 1 — cos an 11—z 5 (3.124)
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con lo cual la ecuacion (3.122) se reescribe como

—(1— x2)% (—(1 - :z:%%) + (A1 = 2%) —m?)y = 0. (3.125)

Nuevamente, como la ecuacién solo depende de una variable, podemos cambiar las derivadas
parciales por derivadas totales. Finalmente multiplicando la ecuacién por (1—2z%)~! obten-
emos la Fcuacion Asociada de Legendre

d dy(z) m?

— (1 =27 A— = 0. 12

(-2 (- ) v o (3.126)
El caso mas simple de esta ecuacién se obtiene para el valor m = 0 y se conoce como la

Ecuacion de Legendre
d d
<(1 . x2)%> + My(z) = 0. (3.127)

dz

Calculando la derivada explicitamente, esta ecuacion se puede reescribir como
(1 —2?)y" — 22y’ + My = 0. (3.128)

Nuestro objetivo sera estudiar las soluciones de la ecuacion de Legendre y de la ecuacion
asociada de Legendre. También estaremos interesados en estudiar las propiedades de estas
soluciones. Mostraremos de manera detallada que las soluciones son polinomios, conocidos
técnicamente como los Polinomios de Legendre y los Polinomios Asociados de Legendre.
Veremos que estos polinomios satisfacen relaciones de ortogonalidad y que forman una
base completa en cierto espacio de funciones, pero esto lo haremos en el préximo capitulo.

3.3.3. Ecuacién de Helmholtz en coordenadas Cilindricas

El dltimo ejemplo de separabilidad que estudiaremos en 3D es la ecuacion de Helmholtz
en coordenadas cilindricas (p, ¢, z). Las coordenadas cilindricas tienen como dominio de
definicién los intervalos: p € [0,00), ¢ € [0,27) y z € (—00,00), y estan relacionadas con
las coordenadas cartesianas a través del cambio de variables

r=pcosp, y=psing, z==z. (3.129)
En términos de las coordenadas cilindricas, la ecuacion de Helmholtz
V2 (p, ¢, 2) + k> (p, ¢, 2) = 0, (3.130)
se escribe explicitamente en la forma

10 [ 00 1020 9%
- il L T LRy =0. 131
pOp (pap)+p26‘¢2+0z2+ ! (3.11)
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Aplicando el método de separacién de variables, esto es, proponiendo ¥(p, ¢, z) = R(p)®(p)Z(2),
en la ecuacion de Helmholtz (3.130) obtenemos

P(¢)Z(2) O paR(p) | B)Z(z) #9(9)
p Op dp p? ol
Multiplicando esta ecuacion por el inverso de ¥ podemos reescribir la ecuacion en la forma
1 0 OR(p) 1 9%®(9) 1 9*Z(2) ,
—_— k
(p Ip ) TR o () 0

R(p) dp
funcién de p y ¢ funcion de z

0?7 (2)

522 + E*R(p)®(¢)Z(2) = 0.

+ R(p)®(¢)

=0.

N

Introduciendo la constante de separacién a? obtenemos el par de ecuaciones

RAD)

022

1 0 ( OR(p) 1L 9°0(9)
pR(p) Op (p dp >+p2<1>(¢>) O¢p?

Multiplicando esta segunda ecuacién por p?, obtenemos
p_0 ( GR(p)) 2 2y 2 1 0*0(¢)
)+ +a + ——
R \" 9p ) TE T G ap
~ —_———
s6lo depende de p s6lo depende de ¢

—a?Z(z) = 0, (3.132)

+k+a® = 0. (3.133)

Introduciendo la nueva variable de separacién v? obtenemos finalmente el par de ecua-
ciones

e _
R (3.134)
0 OR(p) 2 2y . v _

En resumen, tenemos que la ecuacién de Helmholtz en coordenadas cilindricas, se separa
en tres ecuaciones diferenciales ordinarias

( d2dzzgz) . Oé2Z(Z) _ O,
2
(V2 + K2)U(p, 6, 2) = T 4 120(9) =0, (3.136)

d>R(p) 1 dR(p) 2 2 v? —
L dp2p + ;_dpp + (l{? + - p_g) R(p) =0.

Las soluciones a las primeras dos ecuaciones ya las conocemos. Para la tercer ecuacion
reescalemos la coordenada radial, definiendo = = v/k? + a2p, con lo cual
d2

i drd d &
I — k2 2_" - ]€2 2\
i~ dpdr R v R
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Renombrando la funcién R(p) = y(z), la ecuacién toma la forma

d*y k24 a?dy V2 (k% + o?
(/C2+042)@+T%+(k2+a2—%>y—0

oy dy y
= T + T + (2 —v*)y =0, Ecuacién de Bessel. (3.137)

Dedicaremos un capitulo entero al estudio de las soluciones de esta ecuacién.

3.4. Clase 10

El objetivo de los proximos capitulos serd resolver la ecuacion de Legendre (3.128), la
ecuacién asociada de Legendre (3.126), la ecuacion de Bessel (5.1), entre otras. El método
que utilizaremos para resolver estas ecuaciones es el método de soluciones en serie. En
esta clase discutiremos los elementos bésicos del método de soluciones en serie.

3.4.1. Puntos singulares

Para entender mejor el método de solucion en serie o método de Frobenius, es
importante estudiar primero el concepto de punto singular o singularidad en ecuaciones
diferenciales. ; Por qué es ttil este concepto? Porque nos permite clasificar las ecuaciones
diferenciales y porque nos permite discernir sobre la viabilidad de encontrar una soluciéon
en serie (Teorema de Fuch). Comenzemos clasificando los puntos ordinarios y los puntos
singulares de dos maneras equivalentes.

Definicién 3.4.1 Puntos ordinarios y puntos singulares.

Sea
y'(z) = f(z,y(2),y'(x)). (3.138)

Siy(zo) vy (xg) son finitos y y"(xo) también es finito, entonces xqy es un punto ordinario.
Si y(xg) y y'(zo) son finitos y iy’ (xy) — 00, entonces xy es un punto singular.

O equivalentemente.

Definicién 3.4.2 Si tenemos la ecuacion diferencial homogenea

y'(@) + P(z)y (z) + Qz)y(x) =0, (3.139)

y las funciones P(x) y Q(z) permanecen finitas en x = xq, entonces el punto x = xg es
un punto ordinario. Si P(x) ¢ Q(x) (o ambas) divergen cuando x — xg, xo es un punto
singular.
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Por razones que seran evidentes un poco después, es 1itil refinar esta definicion y subdividir
los puntos singulares en puntos singulares requlares y puntos singulares irregulares.

Definicién 3.4.3 Puntos singulares requlares. .

Si P(z) ¢ Q(x) diverge cuando x — xq, pero los productos (z — xo)P(z) y (x —
10)2Q(x) permanecen finitios cuando x — o, entonces ¥ = xq se llama un punto singular
reqular o no-escencial.

En otras palabras, si las singularidades no son muy severas, lo cual significa que permitimos
un polo simple en P(z), y un polo doble en Q(z), entonces la singularidad es regular. Como
veremos, las ecuaciones cuyos puntos singulares son todos regulares, admiten soluciones
en serie mejor comportadas que aquellas con puntos singulares irregulares.

Las definiciones que hemos establecido sélo aplican en el caso en que x( es finito.
Para analizar el punto z — 0o, hacemos un cambio de variable z — 1/z y estudiamos el
comportamiento de la ecuacion diferencial transformada en z = 0. Utilizando la regla de
la cadena tenemos

4 _dzd _dflNd_1d__ ,d
dv — dvdz dx dz  x2dz dz
P ,d [ ,d L d & & d
— = - = 27— — ) = 423
= i e ( : dz) : ( PR dz2) T
con lo cual la ecuacién diferencial y ( )+ P(x)y'(x ) + Q(z)y(x) = 0, se reescribe como
d*y(z) 1 1
4 5d op [ 4 _
= + 22 —z°P (z) + Q (z> y(2) 0,
d2 *y(z) 1 1
g Lk
d*y(z) 2z — P(z71) Q (z71)
= s + ( ) o y(z) = 0. (3.140)

El comportamiento de la ecuacién en x — o0, lo dan los coeficientes de la ecuacion
transformada (3.140) en el limite z — 0

22— P(z7) . Q"1

(3.141)

z z

Si estas dos expresiones permanecen finitas en el limite z — 0, el punto x = oo es un
punto ordinario. Si ellas no divergen mas rapido que % y z% respectivamente, el punto
x = 00 es un punto regular singular. De otra manera, es un punto singular irregular (una

singularidad escencial).

Ejemplo 3.4.4 La ecuacion asociada de Legendre (3.126) es

y'w) = 1 ixﬂy,(x) * (1 —)\xQ a (1 inxz)Z) y(@) =0
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con lo cual

2x A m?

P<x>:_1—x2 y Q)= 1— 22 (1 —a2)?

Note que P(x) y Q(x) divergen en v = +£1 = xo = +1 son puntos singulares. El resto
son puntos ordinarios. Como

, , 20 20
il_)rri(:v—l)P(x) = ilzﬁ(x_l)x2—l_il£%x+l_1<oo7
A m? 1—x m?
, 12 _ K 12 o Y o
tie = Q) = tine 1 (2 - () = i (150 ()
m2<
= —— <

4 7

concluimos que xo = 1, es un punto singular reqular. Andlogamente

;cli>n_11(x +1)P(x) = xlgl_ll(x + 1)x2 — = xlin_11 P 1< o0
A m? 14+ m?
. P 1 2 _ _ 15 _
Jim, (@ 4+ 1)7°Q(z) = lim, (z+1) (1 —2 (1— x2)2) A, (1 0 (1—2)2
m? _
= —— <
4 )
y por lo tanto xo = —1, también es un punto singular reqular.

Para estudiar la caracteristica singular del punto x = oo, transformamos la ecuacion
asociada de Legendre (3.126) haciendo el cambio de variable x — % Tenemos entonces
que los coeficientes son

2271
() 2 — P(z71) 22— <_ 1—z*2) 22 — 2271+ 2271 2 2z
z = = = —_= =
22 22 (1 —272)22 z—z7b 221
A m?
o = QN _EEoEm 4w
1 1

22(22—=1)  (22-1)2

- (z?(lA—z% i <1iiz>2>’

con lo cual la ecuacion asociada de Legendre se reescribe como

Py(2) 2z dy(z) A m2 -
2 1-—22 dz (22(1 ) + = 22)2) y(z) =0. (3.142)

Cuando z — 0, el coeficiente Q(z) — 00. Por tanto z — 0 6 x — 00, es un punto singular,
pero

~ A m?z?
, 2 ,
i #Q(2) = i (172 + () = A<
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Concluimos entonces que x = o0 es un punto singular regular.

Tenemos asi que la ecuacion asociada de Legendre tiene 3 puntos singulares requlares
x = (=1,1,00). Como el cdlculo que hemos realizado nunca depende del valor de m,
concluimos que estos puntos son también las singularidades de la ecuacion de Legendre
(caso m =0).

Ejemplo 3.4.5 Ecuacion de Bessel

(@) + o/ (@) + (1 - —) y(z) = 0.

Inspeccionando los coeficientes

1 v?
P(x)=— =1-—
@=— v Q) o
concluimos que existe una singularidad en x = 0. Como
lmzP(z) =1, y limz’Q(z) = lim(z* — 1?) = —1% < oo,

x—0 z—0 x—0

concluimos que x = 0 es una singularidad regular. No hay mds puntos singulares en el
rango finito ;Qué pasa en x = oo ? Como

22— P(z7") 22—z 1

P(z) = = == =, = LLH% P(z) — oo,
~ Q(z™1)  1-2%72 .~
e = D1 5 I Q) — .

concluimos que x = oo es un punto singular. Y como

~ 1
limz2P(z) = limz— — 1,
z—0 z—0 Z
2 4,2
, ~ L, ozt =z o1
Iim 2’Q(z) = lim ~——— =lim — — v — o0
2z—0 z—0 Z4 z—0 Z2

Concluimos que x = oo es un punto singular irreqular o escencial.

Vale la pena remarcar que a pesar de que la ecuaciéon de Bessel tiene un punto singular
irregular, este punto singular es de un tipo bastante especifico, con un polo Z% en el
coeficiente de y. Este punto puede verse como la superposicién o confluencia de dos puntos
singulares regulares. Considere la situaciéon de una ecuacién diferencial con dos puntos
singulares regulares en r = a y z = b.

Un ejemplo sencillo es

1
(x —a?)(z — b)2y(x)

y'(z) + P(x)y'(x) + = 0. (3.143)
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Por simplicidad supongamos que P(z) no tiene polos en z = a 6 x = b. Estos polos son
regulares, dado que

—a)? 1 1
lim (z — )’ = i B—a” -
fmfe —a) Q) = lm o=y T T T =
1 1
, 1\2 _ _
iz —b)° Q) = lm o= s =G =

Claramente si ahora elegimos los pardmetros a y b iguales (a = b), entonces en vez de
tener dos puntos singulares reales en x = a y x = b, tendremos un sélo punto singular
irregular en = a = b, con un polo de cuarto orden. Concluimos entonces que

.. Limite confluente de una ecuacion diferencial
Ecuacion de Bessel ~
con 3 puntos regulares

De hecho muchas de las ecuaciones diferenciales que encontramos en fisica tienen 3 puntos
singulares reales o son limites confluentes de ecuaciones con 8 puntos singulares requlares.
Estas ecuaciones son tan importantes que se ha clasificado el conjunto de Ecuaciones
Diferenciales de Segundo orden con 3 puntos singulares reales y se han estudiado sus
soluciones con gran detalle.

Resulta que al hacer las transformaciones de variables apropiadas (tanto las de-
pendientes, como las independientes) es posible escribir todo ese conjunto de ecuaciones
diferenciales en una forma candnica estandard, la cual se conoce como la ecuacion Hiper-
geométrica

z(x —1)y"(z) + [(a+ b+ 1)z — ]y’ (z) + aby(z) = 0, (3.144)

donde a, b y c son constantes. Esta ecuacion tiene 3 puntos singulares regulares en z = 0,
r=1yx=o0.

A continuacién mostramos una tabla donde hemos enlistado todas las ecuaciones
diferenciales que estudiaremos en este curso. Como se puede observar, estas ecuaciones se
pueden agrupar en tres categorias, dependiendo del los puntos singulares que cada una
de ellas tiene.
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Ecuacion Singularidad Singularidad
regular irregular
1. — Hipergeométrica
zlx—1)y" +[(1+a+bzx—cy +aby=0, z=0,1,00 —
2. — Legendre*
(1—2?)y" —2zy' +1(I+ 1)y =0, r=-1,1,00 -
3. — Chebyshev
(1—2%)y" —ay +n’y =0, r=-1,1,00 —
4. — Hipergeométrica confluente
zy" + (c—z)y —ay =0, z=0 00
5. — Bessel
22y" + 2y + (22 —n?)y =0, =0 00
6. — Laguerre*
zy" 4+ (1 —2)y +ay =0, x=0 00
7. — Oscilador arménico simple
Y+ wiy =0, — 00
8. — Hermite
y" —2xy + 20y =0, — 00

3.4.2. Soluciones en serie

En sus cursos de Ecuaciones Diferenciale Ordinarias, usted aprendié que una ecuacion
diferencial ordinaria de orden N tiene N soluciones linealmente independientes. En par-
ticular si la ecuacién diferencial es de segundo orden

y'() + P(2)y (z) + Qx)y(z) = 0, (3.145)

entonces esta ecuacion diferencial tienen exactamente dos soluciones linealmente indepen-
dientes.

., Cémo determinamos si dos soluciones son linealmente independientes? Para decidir
sobre la (in)dependencia lineal de dos soluciones en su curso se introdujo el concepto de
Wronskiano. ;Cémo se define el Wronskiano? Si y;(z) y y2(2) son soluciones de la ecuacién
diferencial (3.145), el wronskiano se define como

y1(2)ya(x) — ya(2)p ().

Si el wronskiano se anula entonces las soluciones y1(x) y y2(x) son linealmente indepen-
dientes, si no se anula entonces son linealmente dependientes.

Hemos discutido que las ecuaciones diferenciales de interés en este curso son de se-
gundo orden, asi pues, cuando estudiemos sus soluciones, debemos obtener dos soluciones
linealmente independientes. Mas atin, cuando resolvamos la ecuacion de Legendre, Bessel,
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etc., utilizaremos el método de soluciones en serie. Por tal motivo es conveniente antes de
estudiar las soluciones, dar los resultados generales de lo que deberemos obtener. Estos
resultados fueron mostrados por Frobenius y Fuchs.

Teorema 3.4.6 Teorema de Frobenius y Fuchs.

1.- Si deseamos obtener soluciones en serie de la ecuacion diferencial (3.145), alrede-
dor de un punto ordinario x = a (donde por definicion P(x) y Q(z) son requlares en
x = a), entonces las dos soluciones linealmnete independientes toman la forma

y(x) = Z an(x —a)". (3.146)

Los coeficientes a,, stisfacen una relacion de recurrencia la cual determina todos los a,, en
términos de ag y a;.

2.- Si deseamos obtener soluciones en serie de la ecuacion diferencial (3.145), de-

sarrolladas alrededor de un punto singular reqular x = a (donde por definicion P(x) y

Q(z) son de la forma P(z) = 2% 4 Q(z) = (57(32, con F(z) y G(z) funciones analiticas

r—a

en x = a), entonces debemos intentar un desarrollo de la forma

y(x) = Z an(r — a)™**. (3.147)

Los coeficientes a,, satisfacerdn una relacion de recurrencia y adicionalmente la cantidad
s satisfacerd una ecuacion cuadrdtica en s (conocida como “ecuacion indicial”)

(s —s1)(s—s2) =0, (3.148)
y pueden suceder 2 casos:

a) Si las raices satisfacen: s1—sq # entero, se obtiene que las 2 soluciones linealmente
independientes tienen la forma (3.147) asociados a los 2 valores del indice: s = s1 y s = 3.

b) Si s1 = s9, y usualmente si s — so = entero, solo se obtiene una solucion lineal-
mente independiente mediante esta construccion (digamos y,(x)). La sequnda solucidn se
puede obtener intentando un desarrollo en serie de la forma

yo(2) = Ayi(z)log(x — a) + Z Colz —a)*, (3.149)

donde A es una constante. Al introducir la serie en la ecuacion diferencial (3.145) s
satisface la nueva ecuacion indicial

s> 4+ [F(a) — 1]s + G(a) = 0, (3.150)
para la cual, s1 Yy So son sus raices.

3.- Si x = a es un punto singular irreqular de la ecuacion diferencial (3.145), en-
tonces las soluciones requlares de la ecuacion pueden no existir.
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La demostracién de este teorema esta mas alld de los objetivos del curso y por lo tanto no
presentamos la demostracién. Sin embargo la/el lector@ interesad@ en la demostracién
puede consultar [9)].

3.5. Clase 11

Hasta ahora hemos discutido de manera general el tipo de ecuaciones que aparecen
en la fisica y algunas de sus propiedades, mas atin, hemos enlistado el subconjunto de ecua-
ciones diferenciales en el que estamos interesados y hemos estudiado sus singularidades.
Todas estas ecuaciones son ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, las cuales
como hemos visto, admiten sélo dos soluciones linealmente independientes. Nuestro nuevo
objetivo es estudiar algunas propiedades adicionales de estas ecuaciones, asi como algunas
caracteristicas generales de sus soluciones. Algunos de los conceptos que utilizaremos en
esta clase usted ya los ha discutido en sus cursos de ecuaciones diferenciales y dlgebra li-
neal. Comenzaremos introduciendo el conceptos de operador auto-adjunto, en el contexto
de ecuaciones diferenciales. Utilizaremos también los conceptos de funciones propias y val-
ores propios. Con estos ingredientes discutiremos uno de los resultados mas importantes
del curso, el cual nos dice que los valores propios asociados a un operador auto-adjunto
son reales y las funciones propias ortogonales. Sobra decir que usted no puede aprobar este
curso si no entiende completamente este resultado. Terminaremos el capitulo discutiendo
la propiedad general de completez de un conjunto de funciones propias.

3.5.1. Ecuaciones diferenciales auto-adjuntas

Comencemos considerando una clase general de operadores diferenciales de segundo
orden L, de la forma

Lula) = (ml@)-o + pi(@) +pale) ) ula) (3.151)

u(z) = xr)—s x)— x) | u(x). )
Do dr? D1 dr D2

Esta ecuacién es muy parecida a la ecuacion (3.139), excepto que ahora tenemos una fun-

cién po(x) que también multiplica al término u”(x). De hecho se puede observar que ambas

ecuaciones son equivalentes si remplazamos P(z) = pi(x)/po(z), Q(z) = p2(x)/po(x) ¥

L — po(z)L.

En la discusién siguiente supondremos que estamos interesados en estudiar esta
ecuacién diferencial en algun intervalo cerrado [a,b], y que las funciones po(z), pi(z) v
pa(z) son funciones reales en todo el intervalo. Como hicimos en 3.4.1, debemos especificar
algunas condiciones adicionales para estas tres funciones, estas son:

e La funcién py(x) es diferente de cero para todo punto en el intervalo abierto (a, b).

e Las primeras dos derivadas de la funcién pg(x), la primera derivada de p;(z) y la
funcién po(z) son continuas en el intervalo cerrado [a, b].
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Dado que los puntos en los que po(z) = 0, son puntos singulares de la ecuacién
diferencial (3.151), las condiciones anteriores significan simplemente que hemos escogido
un intervalo [a, b] de manera tal que en los puntos interiores del intervalo no existen puntos
singulares. Los tinicos puntos posibles donde pueden existir (y a menudo existen) puntos
singulares son los puntos extremos del intervalo: x = a y z = 0.

Es conveniente en la teoria matematica de ecuaciones diferenciales definir el operador
adjunto L como

Lule) = —(mleu(e)) = 5 (i (@)ul@)) + pafa)u(z) (3.152)
= o) 4 (o) pa ) M 4 (g 0) — i) + o)),

Pero ;Qué motiva la introduccién de este operador? Primero note que si consideramos la
integral

/ab v(@)Lu(z)de = /abv(x) (pO(x)dd—; +p (x)% +p2(m)) u(z), (3.153)

e integramos por partes dos veces el primer término y una vez el segundo, obtenemos

/a o)us = / b <dd—;(po<x>v<x>> - %(pl(x)v(x)) + p2(x)v(x)) u()

oot 2 - LD ) 4 aytayat)]

a

pero el integrando del primer término lo reconocemos justo como el operador adjunto
actuando sobre la funcién v(x)

b b
/ v(z)Lu(z)de = / (Lv(x))u(z)dz + términos de frontera. (3.154)

Si por alguna razén los términos de frontera se anularan, entonces tenemos simplemente
que

b b

/ o(2) £ u(z)de = / (£ v(2))u(z)dz. (3.155)
Asi el operador adjunto es el operador que surge cuando los términos de frontera se anulan.
Analizaremos con todo detalle estos términos de frontera mas adelante.

De las ecuaciones (3.151) y (3.152) es claro que si las funciones po, p1 y ps estan
relacionadas entre ellas de una manera apropiada, entonces el operador adjunto £ puede
ser igual al operador original £. Esta relacién es simplemente

dpo(x)
dz

= p1(7). (3.156)
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Cuando esta condicion se satisface se tiene que

- d*u du d*u  dpy du d du
Eu(ﬁ)—Eu(x)—p0@+p1%+pzu—p0@+%%+pQU—@( >

Definiendo: po(x) = p(z) v pa(z) = q(z), escribimos finalmente la expresién del operador
conocido como auto-adjunto

Definicién 3.5.1 Operador auto-adjunto.

Un operador diferencial lineal de sequndo orden se dice que es auto-adjunto en el
intervalo [a,b], si es de la forma

Lu(z) = Lulz) = % (p(x)dl;f)> + q(z)ul), (3.157)

donde la funcion p(x) # 0 en el intevalo abierto (a,b), y las funciones: q(x), 5= y ~2=,
son continuas en el intervalo |a, b].

Ejemplo 3.5.2 Muestre que la ecuacion del oscilador armonico es auto-adjunta.
En el capitulo 3.5.2 hemos presentado la ecuacion diferencial del oscilador armadnico,
la cual es
d*y(z)

dx?
esta ecuacion es trivialmente auto-adjunta, ya que tiene la forma (3.157) con: p(z) =1y
q(r) = w?.

+w?y(r) =0, (3.158)

Ejemplo 3.5.3 Muestre que la ecuacion de Legendre es auto-adjunta.

En el capitulo 3.5.2 hemos presentado la ecuacion diferencial de Legendre, la cual

es
Py(z) ., dy(z)
2
(1 —2%) e 2z I +1(l+ 1)y(z) = 0. (3.159)
Para ver que esta ecuacion es auto-adjunta basta con reescribirla como
d 2\ dy(z) _
. ((1 x) o)t I(I+ 1y(x) =0, (3.160)

la cual tiene la forma (3.157), con: p(z) = (1 —2?) y q(x) =11 + 1).

A pesar de estos ejemplos, no todas las ecuaciones diferenciales que hemos enlis-
tado en la seccién (3.4.1) corresponden a ecuaciones diferenciales auto-adjuntas, vea por
ejemplo el caso de la ecuacion diferencial de Hermite o el de la ecuacién de Laguerre.
Sin embargo la teoria de las ecuaciones lineales de segundo orden, auto-adjuntas, es com-
pletamente general porque siempre es posible transformar un operador diferencial lineal



3.5 CLASE 11 105

de segundo orden no auto-adjunto a una forma auto-adjunta. Para convencernos de el-
lo, suponga que el operador diferencial (3.151) no es autoadjunto. Siempre es posible
multiplicar este operador por una funcién apropiada h(z)

2

h(z)Lu(z) = (h(x)po(x)% + h(x)pl(x)% + h(x)pg(x)> u(z), (3.161)

de manera tal que si exigimos que el nuevo operador sea auto-adjunto, se debe satisfacer
la condicién (3.156), esto es

L h@)pole) = h@)m(x) = ’fo;=plp_op6 = d—::‘/ %

dx
de donde obtenemos finalmente que la funcién adecuada que buscamos es de la forma

hz) = pozx) exp (/x Z)Eg dt) . (3.162)

Note que en esta expresion la funcion py(z) aparece en el denominador, es por este motivo
que hemos pedido que po(x) # 0 en el intervalo abierto (a,b). Sustituyendo la expresién
que hemos encontrado para h(x) en el operador (3.161) obtenemos

] E) e - 2o He)
L) ( / ’ pl—(t)dt) u(@), (3.163)

po(w) po(t)

+ &dx,
Po

que es un operador claramente auto-adjunto.

3.5.2. Problema de valores propios de Sturm-Liouville

Suponiendo ahora que tenemos un operador auto-adjunto, podemos considerar el
siguiente problema de valores propios

Lu(z) + Iw(x)u(z) =0, (3.164)

donde A es una constante y w(z) es una funcién conocida de z, llamada una funcién de
densidad o una funcién de peso'?. Supondremos que w(z) > 0 en el intervalo [a, b] excepto
posiblemente en algunos puntos aislados para los cuales w(z) = 0.

La idea es fijarnos en ciertas soluciones u(z), de la ecuacién diferencial (3.164),
sujetas a ciertas condiciones de frontera en los puntos = a y x = b. Debido a la semejanza
que existe entre este problema de valores a la frontera, con el problema algebraico de
valores propios que usted estudio en sus cursos de Algebra Lineal

Av = \v, (3.165)

14E] origen de estos nombres quedara claro un poco més adelante.
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donde A es una matriz de n x n, v son los vectores propios ° y A los valores propios

16 las soluciones u(x), son llamadas funciones propias, y la constante A correspondiente
es llamada el valor propio. No existe garantia alguna para que exista una funcién propia
u(z), para cualquier eleccién arbitraria del parametro A. En la practica el requisito de
que esta funcion sea una funcién propia, a menudo restringe los valores aceptables de A
a un conjunto dicreto. En este curso veremos varios ejemplos de este hecho, en particular
en el capitulo siguiente mostraremos que para las ecuaciones de Legendre y asociada de
Legendre (egs. (3.128) y (3.126) respectivamente) los valores propios estén restringidos a
los valores: A =1(l+1) con [ € N.

El ejemplo més importante de la ecuacion (3.164) que usted debe entender de manera
completa, es el ejemplo de la ecuacion de Schrodinger

HY = EV, (3.166)

donde el operador diferencial £ se convierte en el Hamiltoniano H y el valor propio (—\)
estd asociada a al energia total E del sistema.

Ejemplo 3.5.4 Identifique las funciones p(x), q(z) y w(z), asi como los valores propios
A en la ecuacion de Legendre.

Sabemos que la ecuacion de Legendre es
(1—a2)y" —2zy' +1(1+1)=0 (3.167)

y la ecuacion diferencial de Sturm-Liouville (3.164) es, escribiendo explicitamente el op-
erador L de la ecuacion (3.157)

% (p(x)dzg:x)) + q(z)u(@) + Mw(z)u(z) = 0, (3.168)
Claramente
p(z) =1—2° q(z) =0, wx)=1, y A=Ill+1). (3.169)

Cuando las ecuaciones del capitulo se transforman a su forma auto-adjunta, se encuentran
los valores siguientes de los coeficientes y pardmetros de la ecuacién (3.168)

15T ]lamados frecuentemente en la literatura eigenvectores.
16Llamados frecuentemente en la literatura eigenvalores.
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Ecuacién p(x) q(z) A w(z)
Legendre 1—a? 0 (1+1) 1
Asociada de Legendre 1— 2?2 0 (1+1) 1
Chebyshev 1 (1—a2)2 0 n? (1—a%)~1/2
Chebyshev 11 (1—22%2 0 nn+2) (1-—2%)Y2
Bessel* T —"72 a? T
Laguerre xe " 0 o) e ”
Asociada de Laguerre rhtle— 0 a—k rke=®
Oscilador armoénico simple 1 0 n? 1
Hermite e 0 2ae e~

* La ortogonalidad de las funciones de Bessel es bastante especial. Discutiremos este caso
en detalle més adelante.

3.5.3. Condiciones de Frontera

En la definiciéon anterior de funcién propia se mencioné que las funciones propias
ux(z) debe satisfacer ciertas condiciones de frontera. Estas condiciones de frontera pueden
tomar tres formas:

1.- Condiciones de frontera de Cauchy. El valor de una funcién y su derivada normal
estan dadas sobre la frontera. Por ejemplo en electrostética esto significaria especificar el
potencial ¢, y la componente normal del campo eléctrico F,,.

2.- Condiciones de frontera de Dirichlet. Se especifica el valor de una funcién sobre
la frontera.

3.- Condiciones de frontera de Neumann. La derivada normal (el gradiente normal)
de una funcién estd especificada sobre la frontera. En el caso electrostatico esto significaria
que E, y por tanto o, la densidad de carga superficial.

Dependiendo del tipo de ecuacion diferencial y del tipo de condicién de frontera bajo
consideracién, pueden existir soluciones aceptables o no. Por ejemplo, en dos dimensiones,
si resolvemos la ecuacién de Poisson en una region acotada por una superficie cerrada, las
condiciones de Dirichlet llevan a una solucion tinica y estable. Si para este misma ecuacion
se consideran condiciones de Neumann independientes de las condiciones de Dirichlet,
obtenemos también una solucién unica estable, independiente de la solucion que satisface
la condicion de dirichlet. Por tanto, si resolvemos el problema sujato a condiciones de
frontera de Cauchy (condiciones de Dirichlet + Neumann), puede llevar a inconsistencias.

El término condiciones de frontera incluye como caso especial el concepto de condi-
ciones iniciales. Por ejemplo, en Mecanica Clasica especificar la posicién inicial z( y la
velocidad inicial vy en algin problema dinamico corresponde a condiciones de frontera
de Cauchy. La tnica diferencia en nuestro uso presente de las condiciones de frontera al
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resolver las ecuaciones diferenciales 1-dimensionales es que aplicaremos las condiciones en
ambos extremos del rango permitido de la variable.

Usualmente la forma de la ecuacién diferencial o las condiciones de frontera sobre las
soluciones garantizaran que en los extremos de nuestro intervalo (esto es, en la frontera)
los siguientes productos se anulen

du(z)

= 0. 1
- 0 (3.170)

r=b

=0 and p(z)v*(z)

r=a

p(x)o*(z)

Donde las funciones u(z) y v(z) son soluciones de la ecuacién diferencial (3.164) bajo
consideracién. Pero jnote! estos son el tipo de términos de frontera que aparecen en la
ecuacion (3.154). Podemos sin embargo, trabajar con un conjunto menos restrictivo de
condiciones de frontera

— 0, (3.171)

r=b

las cuales son condiciones de frontera adecuadas cunado trabajamos con sistemas fisicos
pericodicos tales como una red cristalina.

Note que hemos escrito las dos ecuaciones anteriores en términos de la funcion
conjugada compleja v*(x). Cuando las soluciones son reales, v(x) = v*(x) y podemos
ignorar la conjugacion. sin embargo en el desarrollo exponencial de Fourier, las funciones
son complejas y necesitamos considerar la funcién compleja conjugada.

Las propiedades (3.170) y (3.171) son muy importantes para definir el concepto de
Operador Hermitico (como se verd en la seccién siguiente). Una consecuencia de estas
condiciones es que el intervalo de integracién (a,b) se elige para que éstas condiciones se
satisfagan. Si las soluciones son polinomios, los coeficientes p(x) determinaran el rango
de integracién. Recuerde que también p(x) determina los puntos singulares de la ecuacién
diferencial. Para soluciones no polinomiales, por ejemplo, sinx y cosz, el rango de inte-
gracion queda determinado por las propiedades de la solucion.

Ejemplo 3.5.5 FEleccion del rango de integracion.

2 ., . .
Para L = dd? una ecuacion posible de valores propios es

d2
Ey(x) +n*y(x) =0, (3.172)

con funciones propias
Uy, = COSNT, Uy = Sin M. (3.173)

La ecuacion (3.170) es en este caso

b

) . b
—nsinmasinnz|, =0, o cosmzcosnz| =0, (3.174)
a
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intercambiando u, y vy,. Dado que las funciones sinnx y cosnx son funciones periodicas
con periodo 2w (para n y m € N), la ecuacion (3.170) se satisface claramente si a = x
yb=wxg+ 2m.

El intervalo se elige de forma tal las condiciones de frontera se satisfagan. Para
este caso (series de Fourier) las elecciones usuales son xo = 0 con lo cual el intervalo es
(0,27) y xg = —m con lo cual el intervalo es (—m, ).

Para todas las ecuaciones diferenciales que nos interesan, el intervalo de integracion
se elige de manera tal que las condiciones de frontera (3.170) se satisfacen. A continuacién
enlistamos el intervalo [a, b] y el factor de peso w(zx) para las ecuaciones diferenciales que
nos interesan.

Ecuacién a b w(z)
Legendre -1 1 1
Asociada de Legendre -1 1 1
Chebyshev I -1 1 (1—g?)71/2
Chebyshev IT -1 1 (1—2?)
Laguerre 0 o e
Asociada de Laguerre 0 o xFe®
Oscilador arménico simple 0 27 1
Hermite —00 00 e’

3.5.4. Operadores Hermiticos o auto-adjuntos
Estamos ahora en condiciones de definir los operadores Hermiticos, o auto-adjuntos

Definicién 3.5.6 Operador hermitico o auto-adjunto.

Decimos que un operador L es hermitico con respecto a las funciones u(zx) y v(x) si
b b
/ v (x)Lu(x)dr = / u(z)Lv* (z)dz (3.175)

Note que esta propiedad de hermiticidad se sigue directamente del concepto de operador
autoadjunto mas las condiciones de frontera. No necesitamos mostrar nada, simplemente
recordemos la ecuacién (3.154) pero esta vez en términos de v*(z)

b b b
d dv*
/ v () Lulz)ds = / w(z) Lo (z)dz + {v*(:c)p(:v) I;EC@ - Udix)p(a:)u(x) . (3.176)
Los operadores hermiticos tienen 3 propiedades extremadamente importantes en
fisica 7

17Se le recuerda a la/el lector@ que si usted al final del curso no ha entendido plenamente estas
propiedades, deberd cursar nuevamente la materia.
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Propiedad 3.5.7 Los valores propios de un operador Hermitico son reales.
Propiedad 3.5.8 Las funciones propias de un operador hermitico son ortogonales.

Propiedad 3.5.9 Las funciones propias de un operador hermitico forman un conjunto
completo.

A continuacién discutimos la validez de las primeras dos propiedades. La tercer
propiedad no es universal, sin embargo ésta es valida para los operadores diferenciales,
lineales en la forma auto-adjunta de Sturm-Liouville que estamos interesados. En cuanto
a esta tercer propiedad, aqui nos limitaremos a definir el concepto de conjunto completo.

Valores propios reales

Para mostrar la primera de estas tres propiedades, comencemos suponiendo que
conocemos dos funciones propias u; y u;, asociadas a los valores propios correspondientes
)\i y )‘j

Lu; + Awu; =0, and Luj + Njwu; = 0. (3.177)

Tomando el complejo conjugado de la segunda ecuaciéon
L + Njwuj = 0, (3.178)

donde se ha considerado que £ es un operador real (p y ¢ son funciones reales de z) y
w(x) es una funcién real, mientras que los valores propios \; y las funciones propias uy,
pertenecen al campo de los complejos.

Multiplicando la primer ecuacién de (3.177) por uj, la ecuacién (3.178) por u; y
substrayendo una de la otra obtenemos

wiLu; — uiLu; = (N — A )wu;uj. (3.179)
Integrando sobre el rango a < x < b, obtenemos
b b b
/ u;Lu;dz —/ u Lujdr = ()\;k — /\l)/ wuude. (3.180)

Dado que £ es un operador Hermitiano, el lado izquierdo de esta ecuacién se anula y

b
(A7 — )\1)/ wuuide = 0. (3.181)

J

Si i = j, la integral no puede anularse (w(z) > 0, excepto posiblemente en puntos aisla-
dos), excepto en el caso trivial u; = 0. Asi

(2
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lo cual establece matematicamente que el valor propio es real. Dado que \; puede repre-
sentar a cualquier valor propio, esto muestra la primer propiedad *®.

Funciones propias ortogonales

Si tomamos ahora ¢ # j y si A; # A, la integral del producto de las funciones propias
diferentes se debe anular

b
/ usujwdr = 0. (3.183)

Esta condicion llamada ortogonalidad, es el andlogo continuo de la propiedad del algebra
vectorial, de que el producto escalar de dos vectores se anule. Se dice que la funciones
propias u;(x) y u;(z) son ortogonales con respecto a la funcién de peso w(z) sobre el in-
tervalo [a, b]. Esta prueba de ortogonalidad no estd completa. Existe un posible problema
porque puede darse el caso de que i # j pero atn asi \; = A;. A este caso se le llama
degenerado. Si \; = \;, la integral (3.183) no se necesita anular. Esto significa que las fun-
ciones propias linealmente independientes que corresponden al mismo valor propio, no son
ortogonales automaticamente y que algin otro método se debe introducir, para obtener
un conjunto ortogonal. A pesar de que las funciones propias en el caso degenrado puedan
no ser ortogonales, éstas siempre se pueden llevar a una forma que sean ortogonales. Uno
de estos métodos es el método de Gram-Schmidt, el cual no estudiaremos en este curso.

Ejemplo 3.5.10 Ortogonalidad de las series de Fourier.

Continuemos con el ejemplo (3.5.5), la ecuacion de valores propios es

d2

y(a) + () =0, (3.184)

Fisicamente esta ecuacion puede describir el comportamiento de una particula en una
caja, en Mecanica Cudntica, o a una cuerda de wviolin vibrando. Las funciones propias
(degeneradas) son cosnz, sinnx.

Suponiendo que n € Z, las integrales de ortogonalidad son

xo+2m To+2mw
a) / sin ma sinnxdx = Cp0mn, b) / cos mx cosnxdr = Dy0mn,

zo o

xo+2mT
¢) / sin mx cos nxdr = 0. (3.185)
xo

Para un intervalo de 2w el andlisis anterior garantiza la delta de Kronecker en (a) y
(b), pero no garantiza el cero en (c) porque la integral en (c) involucra funciones propias
degeneradas. Sin embargo, un cdlculo directo muestra que la integral (¢) se anula siempre
para todo numero entero m y n.

18Este resultado es completamente andlogo al que usted obtuvo en su curso de Algebra Lineal, sobre
la naturaleza de los valores propios de las matrices reales simétricas y de las matrices Hermiticas.
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Es importante enfatizar que la teoria de Sturm-Liouville no dice nada acerca de los
valores de C,, y D,,. Sin embargo, como usted mostré por cdlculo directo en los ejercicios
del capitulo anterior,

n:{ﬂ,n#(), Y Dn:{ m,n # 0, (3.186)

2m,n = 0.

Estas son las relaciones de ortogonalidad de las funciones base, de las series de Fourier
analizadas en el capitulo anterior.

Completez de las funciones propias

La tercer propiedad importante de un operador Hermitico es que sus funciones
propias forman un conjunto completo. Esta completez significa que cualquier funcién
f(z) bien comportada (al menos continua a pedazos) se puede aproximar por una serie

F(z) =) anpn(2), (3.187)

con cualquier grado de exactitud deseada. De manera més precisa, el conjunto ¢, (z) se
llama completo si el limite del error cuadratico medio se anula

n%l_rgo F(z) — Z angon(x)] w(x)dr = 0. (3.188)

Técnicamente, la integral aqui es una integral de Lebesgue. Note que no se pide que el
error se anule idénticamente en [a, b] sino que tinicamente la integral del error al cuadrado
vaya a Cero.

3.6. Problemas

1. Una particula atémica (comportamiento cuantico) estd confinada dentro de una caja
rectangular de lados a, b y c¢. La particula estd descrita por una funcién de onda @ que
satisface la ecuacion de onda de Schrodinger

h2
—- =V = Ey.
2m

La funciéon de onda se anula en cada una de las superficies de la caja. Como hemos visto en
clase, estas condiciones imponen restricciones sobre las constantes de separacién y por lo
tanto sobre la energia E. Obtenga la expresion de las funciones de onda y de las energias
de la particula. ;Cual es la energia minima que puede tener la particula?
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2. Muestre que el potencial electrostatico dentro de una circunferencia de radio a, sujeto
a la condicion de frontera

+V —m <9< -3,
-V —I<¢p<0
p(r=a,¢) = 2 .
+V  0<o<3,
-V I<o<m,

estd dado por la relacién

8V

SRS

o(r,¢) =

(2) ! sin ng.

3. Un cubo hueco tiene paredes conductoras definidas por 6 planos, vt =y = 2 =0y
xr =1y = z = a. Las paredes z = 0 y 2z = a se mantienen a un potencial constante V.
Los otros cuatro lados se mantienen a potencial cero. Encuentre el potencial ®(z,y, z) en
cualquier punto dentro del cubo.

n=2,6,10...

Ayuda: Este problema se puede resolver superponiendo el potencial del problema discu-
tido en clase, donde sélo una de las paredes del cubo (z = a) estd a potencial V' y el
resto se mantienen a potencial cero, con el problema analogo donde ahora la pared z = 0
se encuentra a potencial V' y las cinco restantes a potencial cero. ;Por qué se pueden
superponer los potenciales?

4. En clase hemos visto que el operador laplaciano en coordenadas cartesianas (x,y, ) es
0? 0? 0?
2
Vie —+ —+ .
or?  0y?> 022
La transformaciéon de coordenadas polares esféricas (r,0,¢) a coordenadas cartesianas
(z,y, z) estd dada por las relaciones
x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosé.
Obtenga la expresion del operador Laplaciano en coordenadas polares esféricas, partiendo
de su expresion en coordenadas cartesianas y la transformacion de coordenas.

5. Verifique que las funciones siguientes son soluciones de la ecuaciéon de Laplace

@ =~y () a— i C

r or  r—z

6. Muestre que si ¥ es una solucién de la ecuacién de Laplace V2¥ = 0, entonces W /9z
también es solucién.

7. Muestre que la ecuacién de Laguerre tiene una singularidad regular en x = 0 y una
singularidad irregular en x = oo.
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8. Clasifique las singularidades de la ecuacién Hipergeométrica
z(x — 1)y () + [(1+a+ bz — cly'(z) + aby(x) = 0,
y la ecuacion Hipergeométrica confluente

zy"(z) + (¢ = 2)y () — ay(z) = 0.

9. Teorema de Unicidad. La funcién y(x) satisface una ecuacién diferencial homogénea
lineal de segundo orden. En el punto = = zq, y(z) = yo, vy dy/dx = y;. Muestre que y(x)
es unica, esto es, muestre que ninguna otra solucién de esta ecuacién diferencial pasa a
través del punto (zo, 7o) con una pendiente yj,.

Ayuda: Suponga una segunda solucién que satisface estas condiciones y compare las series
de Taylor respectivas.

10. Analice las soluciones en serie de las siguientes ecuaciones diferenciales e investigue
en que casos el coeficiente a; puede igualarse a cero sin pérdida alguna de informacién y

cuando a; debe ser igualada a cero.
a) Legendre, b) Chebyshev, c¢) Bessel y d) Hermite.

11. Obten dos soluciones en serie de la ecuaciéon hipergeométrica confluente
zy 4+ (c—x)y —ay = 0.

Analice la convergencia de las soluciones.

12. Una buena aproximacion del potencial de interaccion entre dos nucleones, se puede
describir por el potencial mesénico atractivo (A < 0)
Ae—ax

4 7
X

Desarrolle una solucién en serie de la ecuacion de Schrodinger resultante

B2 {2y
L L (BE-V)p=0
2m dx? * ) ’

hasta los primeros 3 coeficientes no nulos
1

1 1
¢k:1 = Qo I+§A/£U2+é(éAlz—E,—aA,)xS_}_... .

En esta ecuacién la prima indica multiplicacién por 2m/h?.

13. El criterio para la independencia lineal de tres vectores A, B y C es que la ecuacién
aA + bB + cC = 0,

no tenga otra solucién ademas de la solucién trivial a = b = ¢. Utilizando las componentes
A = (A4, Ay, A3) v de manera similar para los otros dos vectores, construya un criterio
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utilizando un determinante, para la existencia o no existencia de una solucién no trivial
de los coeficientes a, b 'y c. Muestre que el criterio es similar a calcular el producto escalar

A-BxC.
14. Utilizando el Wronskiano, muestre que el conjunto de funciones
{1,x—}, con n=12,..., N,
n!
es linealmente independiente.

15. Si el Wronskiano de dos funciones y; y y» es idénticamente cero, muestre por inte-
gracion directa que

Y1 = CY2,
esto es, y; v y2 son dependientes. Suponga que la funciones tienen derivadas continuas y
que al menos una de las funciones no se anula en el intervalo bajo consideracion.

16. Se encuentra que el Wronskiano de dos funciones es cero en x = xy. Muestre que este
Wronskiano se anula para toda x y que las funciones son linealmente dependientes.

17. Las tres funciones: sinz, e y e~ son linealmente independientes, esto es, ninguna

funcién se puede escribir como una combinacién lineal de las otras dos. Muestre que el
Wronskiano de sinx, e* y e se anula pero uinicamente en puntos aislados.

18. Muestre utilizando el Wronskiano, que una ecuacién diferencial lineal, homogénea, de
segundo orden, de la forma

y'(x) + P(x)y'(x) + Qx)y(z) =0,
no puede tener tres soluciones independientes. Suponga una tercera solucién y muestre
que el Wronskiano se anula para toda x.
19. a) Por sustitucién y diferenciacién directa, muestre que
(@) =) [
2 Y1 y%(s) )

satisface la ecuacion diferencial
y'(x) + P(x)yy(x) + Qx)ya(x) = 0.
Nota: La férmula de Leibnitz para la derivada de una integral es

a [ ") 9 (x,a)

f(z,a)dx = /( | a—adﬂc—i-f[h(a),a]

dh(a)

dg(@)
do '

do

— flg(@), a]

da J (o)
b) Dado que una solucién de la ecuacién diferencial

1

2
R'+--"R=y,
r o r2
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es R = r™, muestra que la ecuacion para y, del inciso anterior predice una segunda
solucion de la forma, R = r="™.

20. Muestre que la ecuacién de Laguerre se puede escribir en forma auto-adjunta si la
multiplicamos por la funcién e y que w(x) = e~* es la funcién de peso.

21. Muestre que la ecuacién de Hermite se puede escribir en forma auto-adjunta si la
multiplicamos por la funcién e’ y que ésto da como resultado que w(x) = e es la
funcién de densidad apropiada.

22. Muestre que la ecuacién de Chebyshev (tipo I) se puede escribir en forma auto-adjunta
si la multiplicamos por (1 — 22)~'/2 y que esto implica que w(z) = (1 — 22)~/2,

23. Para el caso especial A = 0y g(z) = 0, la ecuacién de valores propios auto-adjunta es

d [p(@du(x)} o,

dz dx
la cual queda resuelta si
du 1
dr — p(x)

Utilice este resultado para obtener una “segunda”solucién de las ecuaciones diferenciales
siguientes: a) Legendre, b) Laguerre y ¢) Hermite.

24. Considere que las soluciones de las ecuaciones de Legendre, Chebyshev, Hermite y
Laguerre son polinomios. Muestre que los rangos de integraciéon que granatizan que las
condiciones de frontera para que los operadores sean Hermiticos son:

a) Legendre [—1, 1], b) Chebyshev [—1, 1], ¢) Hermite (—o0,00) y d) Laguerre [0, 00).



Polinomios de Legendre

4.1. Clase 12

Una vez discutidas las propiedades basicas de la ecuacién asociada de Legendre y
de la ecuacion de Legendre, estamos ahora interesados en obtener la solucion a dichas
ecuaciones. La estrategia que seguiremos sera resolver primero la ecuacion de Legendre

(1 —2?)y"(z) — 2xy/(x) + My(z) = 0, (4.1)

y después la ecuacion asociada de Legendre, que es mas general

2

1—22

(=22 (o) = 20/@) + (A= 175 ) vlo) =0 (12)

4.1.1. Solucidén en serie

Para obtener la soluciéon utilizaremos el método de Frobenius. En el capitulo an-
terior hemos discutido que la idea del método es proponer que la solucién sea una serie
de potencias en la variable independiente x. Los coeficientes quedan determinados al
sustituir la serie en la ecuacion diferencial e igualar los términos del mismo orden en .
Explicitamente, proponiendo la solucién y(z) en serie se obtiene para sus derivadas

y(x) = Z ax" = y(x) = Znanx"_l = y'(z) = Zn(n — 1) a,z" 2. (4.3)

n=0 n=0

117
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Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién de Legendre (4.1) tenemos

0 = (1-2° inn—l ) anx —2xinana¢”1+)\ianx”
n=0 n=0 n=0

[n(n —1)a,z"? — n(n — 1)a,a” — 2na,a™ + Aa,z"]

WE

3
i
o

[M]8

n(n—lan"2+i (A —=n(n+1))a,z". (4.4)

Il
o

n

Dado que deseamos igualar términos del mismo orden en x, es 1til correr el indice n de
suma en el primer término por 2 unidades. Esto lo logramos si reetiquetamos: n = m + 2,
con lo cual

Zn n—1a,z"* = Z (m 4+ 2)(m + 1)apq00™ = Z(m +2)(m + 1)am 2™
n=0 m=—2 m=0

Dado que en esta ecuacién el indice m es mudo!, podemos cambiar de etiqueta y renom-
brarlo como n, es decir cambiamos m — n

Z m+2)(m + 1)ap 2™ = Z(n +2)(n + 1ap2".
m=0 n=0

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (4.4) obtenemos finalmente la ecuacién
Z n+2)(n+ Dayio + (A —n(n+1))a,] 2" = 0. (4.5)
n=0

Dado que esta ecuacion se debe cumplir para todo x, y sus potencias 2" son linealmente
independientes para n diferentes, se sigue que la tnica forma de que la suma sea cero es
que el coeficiente de cada potencia z™ se anule por separado

n+2)n+ Dape+A—nn+1))a, =0, Vn>0, (4.6)
obteniendo asi, una relacién de recurrencia para los coeficientes

n(n+1)— A
n+mn+2)™

(4.7)

Apy2 =

Concluimos entonces que todos los términos a,, con n > 2, se pueden obtener en términos
de ag y a;. De hecho todos los términos a,, pares con n > 2, se pueden obtener en términos

'En el lenguaje de sumas se dice que un indice es mudo si el indice aparece sumado. Si el indice no
aparece sumado, entonces se le llama indice libre. A un indice mudo se le puede cambiar la etiqueta sin
que las ecuaciones se alteren. Esto no se puede hacer si el indice es libre.
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de Qo
A
Az = —§a07
6— A 6 — M)A
ags = 12 a9 — —%ao, (48)
B 20 — A __(20—>\)(6—)\))\
4% = T30 U7 720 a0

y todos los términos impares se pueden obtener en términos de a,

2

a3 = 6 ay,
- 12—\ _(12—)\)(2—)\)

as = T(Ig— 120 ay, (49)
30X (30— N)(12- M2 -\

“w = Ty BT 5040 a

Note que podemos obtener 2 series como soluciones linealmente independientes a la
ecuacion de Legendre (4.1). Una de las soluciones contiene todas las potencias impares de
x. Esto se logra si elegimos: ag = 0y a; # 0. Como ay = 0, tenemos por la ecuacién de

recurrencia que as = ay = - - - agy - - - = 0 (ver ec. (4.8)), con lo cual
yi(r) = ax+aza’ +asa® + -
1 1
= —2-Na2"+ —(12-AN)2-Nz"+--- . 4.10
o (245N 2= NE- NS ) (@)

La segunda solucién incluye sélo potencias pares, esto se logra si: ag # 0y a; = 0 =
az =as =ay=--- =0,
ya(z) = aox + apr® + agx + -,
1

1 1

Tenemos asi dos soluciones linealmente independientes
ay1(x) + Pya(z) =0 &  a=pF=0. (4.12)

y la soluciéon mas general a la ecuacion de Legendre es
y(z) = Ayi(z) + Bya(z). (4.13)

Este resultado no debe ser una sorpresa, como argumentamos en nuestra clase anterior, el
hecho de que obtengamos directamente las dos soluciones linealmente independientes al
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utilizar el método de Frobenius, es una consecuencia de que estamos obteniendo soluciones
en serie alrededor del punto x = 0 y de que este punto es una singularidad regular.

Con lo que hemos aprendido sobre series en la Clase 1, la pregunta inmediata que
se nos ocurre es jConvergen las series (4.10) y (4.11)7 Para responder parcialmente esta
pregunta, utilicemos el criterio del cociente definido en 1.1.7. De las soluciones (4.10) y
(4.11) observamos que los términos sucesivos de las series difieren por una potencia de x?,
por lo tanto el cociente de términos sucesivos es

Unioz™™ n(n+1) =X n? .,

R, = = = lim R, = lim —2* =27,
Ap ™ (n+1)(n+ 2)m s nosen2 L

peroxzcosH,con:QE[O,ﬂ]i—1§x§1:>0§x2§1.

oo 81 |x| < 1, la serie converge,

Si |z| =1, el criterio no nos da informacién sobre la convergencia.

En términos de la variable original, los puntos |z| = 1 corresponden a: § = 0 (polo norte)
y 6 = m (polo sur).

Un analisis mas sofisticado muestra que la serie diverge en x = £1, a menos que
A tome un valor tal que la serie termine. Es obvio que si la serie termina después de un
nimero finito de términos, entonces no existe posibilidad de que la serie diverja.

Para que la serie termine después de un numero finito de términos, una condicién
necesaria es que
nn+1)—A
n+1)(n+2)

Qo = ( a, =0, para algun n, (4.14)

de lo cual se concluye que A debe de ser un entero positivo de la forma
A=1(+1), (4.15)

con [ un entero que podemos suponer positivo sin pérdida de generalidad.

Como un ejemplo para ilustrar el cardcter divergente de la serie si ésta no termina
depués de un nimero finito de términos, consideremos la serie impar y;(x) (4.10) con

A=0.
() oot La2one-NP 4
) = o |lz+=2-N) a2+ -—(12— — Az’ + -
4 ! 6 120
o 13 15 17
—a1<x+3x+5x+7zx—l— )

pero de (1.31) tenemos que

2 3 4

N R 1 3 5
Wl +o) =2 —-5+5 -5+ T (ki R
In(l—z)=—-2-%2 -2 —Z ... x 3 5
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con lo cual
1 1+
yi(z) = K0 log (1 — a:) : (4.16)
., Cudl es el valor de esta serie en los polos?
1 1
mem::§mgggfz>am% (4.17)
i 1 , 14+

Por lo tanto concluimos que si A = 0, la serie y;(x) no termina y diverge en z = +1.
Para todos los otros valores de A que no cortan la serie uno encuentra de manera similar
divergencias logaritmicas en x = +1.

Regresando a la condicion para que el nimero de términos en la serie sea finito, note

que si A = (I + 1), la serie se corta en a; ya que

14+ 1) — (I +1)
(+1)(+2)

a = 0. (4.19)

Ar+2 =

Por lo tanto el polinomio solo involucrara potencias de = hasta x'. Si [ es par, el polinomio
s6lo involucra potencias pares de z hasta 2. Si [ es impar, el polinomio sélo involucra
potencias impares de x hasta z!. Estas soluciones se conocen como Polinomios de Legendre.

Es facil obtener las primeras soluciones. Por convencion el [-ésimo polinomio de
Legendre se denota por P(x) y se normaliza de forma tal que P(1) = 1 (recuerde que
ahora la solucién ya es finita en x = 1).

El polinomio de Legendre de orden 0 corresponde a ag # 0, a; = 0 y se obtiene de
(411) conl=0=X=0

y2(x) =ag, = BRlr=1)=a=1 = PF(z)=1. (4.20)

El polinomio de Legendre de orden 1 corresponde a ag = 0, a; # 0 y se obtiene de (4.10)
conl=1= =2

y(x)=az, = Plr=1)=a=1 = P)=u (4.21)

El polinomio de Legendre de orden 2 corresponde a ag # 0, a; = 0 y se obtiene de (4.11)
conl=2=\A=6

A 1
y2(x) = ag (1 - 51‘2) =ap(1—-32%) = Pr=1)=-2a=1 = a= —5

Py(z) = ;mﬁqy (4.22)
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El de orden 3 corresponde a ag = 0, a; # 0 y se obtiene de (4.10) con [ =3 = A =12

.

1
5(5.7:3 — 3z).

2—-A

2
y1(x) 373) =m (33 - 2133) , = P3(1) = 30 = 1 = a1 = —;

Ps(x) (4.23)

y asi sucesivamente. En la siguiente tabla, damos la expresion para los primeros 10 poli-
nomios de Legendre.

[ ][A® |
01
1 |z
2 [ 1327 —1)
3 | 3(52® — 3x)
4 | £(352% — 3022 + 3)
5 | 5(632° — 7023 + 151:)
6 | 75(2312° — 3152* + 10527 — 5)
7 1—1?(429907 — 6932° + 31523 — 35z)
8 | 5 (64352° — 120122° + 6930z* — 126022 + 35)
9 | 5 (1215527 — 2574027 + 180182° — 4620x* + 315z)
10 | 5:(461892'° — 1093952® + 900902° — 300302 + 34652% — 63)

Una propiedad de los polinomios de Legendre que podemos notar inmediatamente,
es que tienen paridad definida. Esto es una consecuencia de que los polinomios de Legendre
involucran solo potencias pares o impares de x. Tenemos entonces que

1) P(—a).

Graficamente, los primeros polinomios de Legendre se ven de la siguiente forma

Px) = (- (4.24)

Por ultimo mencionemos que en el lenguaje de operadores, los polinomios de Leg-
endre Fj(z) son las funciones propias del operador diferencial

2

con valor propio [(l + 1).

Maés adelante mostraremos un andlisis similar para el caso m # 0, y obtendremos
como resultado que la ecuacion asociada de Legendre tiene soluciones regulares en v = +1,
solo si [ es un entero no negativo, y m es un entero que toma valores en el rango —I <
m < [. Las funciones propias correspondientes son las funciones de legendre asociadas
P (x) y mostraremos que éstas estdn relacionadas a los polinomios de Legendre P(x) a
través de la féormula

Pm
/" () dom

(—)™(1 - a? (4.25)
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Figura 4.1: La figura muestra la grafica de los primeros 4 polinomios de Legendre pares:

Py(z) (rojo), Py(z) (verde), Py(z) (amarillo)

y Ps(x) (azul).

—
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Figura 4.2: La figura muestra la grafica de los primeros 4 polinomios de Legendre impares:

Pi(z) (rojo), Ps(z) (verde), Ps(z) (amarillo)

y P;(x) (azul).
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Estos resultados seran de particular importancia en su curso de Mecanica Cuantica, donde
mostrard con todo detalle que los valores propios [(I+1)h? con | € NU{0}, son los tinicos
valores que puede tomar el cuadrado del operador de momento angular orbital L2 y los
valores propios mh, son los tinicos valores que puede tomar su componente L..

4.2. Clase 13

4.2.1. La féormula de Rodrigues

Una vez que hemos construido los primeros polinomios de Legendre es natural pre-
guntarse si podemos obtener una expresion que nos permita calcular el polinomio [-ésimo
sin necesidad de integrar el polinomio para obtener la constante de normalizacién, como
lo hicimos en la seccion anterior. Una de estas expresiones es la férmula de Rodrigues, la
cual establece que

1 d

P(z) = ﬁ@(x — 1)L (4.26)

Podemos demostrar que esta formula en realidad genera los polinomios de Legendre, en
2 pasos:

1.- Primero mostraremos que esta relacion genera un multiplo constante del [-ésimo poli-
nomio de Legendre P(z).

2.- Después mostraremos que la férmula satisface la normalizacién Pj(1) = 1.

Paso 1. Consideremos la funcién fi(z) = 4 (1—22)! y mostremos que f;(z) satisface
la ecuacién de Legendre. Dado que fi(z) es manifiestamente un polinomio de z, debe ser
algin multiplo constante del polinomio de Legendre Pj(x). Para mostrar esta afirmacién
reescribamos f;(x) con ayuda del teorema binomial discutido en 1.3.4

!
l [ [!
I _ k _
(1+z)—z<k>z, donde <k>_k!(l—k)!'
k=0

Considerando el caso z = —22%, tenemos

TN E R A I WPV VSV G B N

o) = = = e 3 (1) o =20t () g

Al evaluar la derivada, observamos que tenemos dos resultados diferentes, dependiendo
de la relacién entre [ y 2k. El primer resultado corresponde al caso: [ < 2k, para el cual

2k __ _ _ 2k—1 __ (Qk)' 2k—1
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Mientras que el segundo caso corresponde a: [ > 2k y es igual a cero. En resumen tenemos
que

d o 0 si 2k —1<0,
dal” _{ AL 2k 1> 0, (4.27)
Con lo cual la funcién f; se reescribe como
l l
l (2k)! _ [! (2k)! _
— —1)k _\ehE 2kl _1)k 2k—1
filw) 2( ) ( k ) 2k — )" ;( SRk —”
=L -1
l
n [! 0)!
= Z(—1)<ZT) (n+1) x", donde, n=2k—1. (4.28)

i (5 o

Claramente f; es un polinomio de grado [. Hemos logrado ya la mitad del paso 1, ahora
solo nos resta mostrar que este polinomio es en realidad proporcional a un polinomio
de Legendre. Para ello podriamos checar directamente que fi(z) satisface la ecuacién
de Legendre (4.1). Sin embargo esto no es necesario, en la clase anterior estudiamos las
soluciones en serie de la ecuacion de Legendre

y(x) = Z apx"

n>0

y mostramos que esta serie es solucion si los coeficientes satisfacen la relacién de recurren-
: _ n(n+1)=1(+1) ; . .,

cia ant2 = =)y On- Asi para mostrar que f;(x) satisface la ecuacién de Legendre,

basta con mostrar que sus coeficientes satisfacen esta relacién de recurrencia. Los coefi-

cientes de f; son

tn U(n+1)!
an = (1) 2 s (4.29)
(5)H () nd
con lo cual
n [! 2+ 1)
air = (- Lt 2 A (430)

(E22) (55 (0 + 2)

Ln Nn+ Dl (n+l+1)(n+142)
(o)1 2y G2 4 1) (n 4 2)

2(n+1+41) (2t42) _ (l—n)l+n+1)

T ER e (et ) (n+2)

I—n

- —(-1)

o, l(l+1)+2m_nl—n(n+1)_a n(n+1)—1(+1)
- (n+1)(n+2) T T Dt (4.31)

que es la relacién de recurrencia que satisfacen las soluciones de la ecuacion de Legendre.
Con esto concluimos el paso 1.
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Paso 2. Debemos ahora fijar el valor de la constante de proporcionalidad entre los
polinomios de Legendre P,(x) y las funciones f;(x). Si esta constante de proporcionalidad
la llamamos «; (el subindice [ significa que las constantes pueden depender de [), tenemos
que

dl
dal
Ahora bien, sabemos que la condicién que determina la normalizacion de los polinomios
de Legendre es P(1) = 1, por lo tanto necesitamos calcular P(1) utilizando la ecuacién

(4.32)

P(z) = oy fy(x) = a— (1 — 2?)". (4.32)

l

l=PR@=1)=afi(r=1)= @li(l —a?)

p (4.33)

r=1
Calculemos la derivada
dl

%(1 . I2)l

l l

| =) (=) 1+

T= =1

Note que el segundo término, independientemente del valor de la derivada, se anulara al
evaluar el binomio (1 —z)" en x = 1, por lo que el resultado viene sélo del primer término

1 1
%(1 — %) =(1+ x)l%(l — ) = (1+ x)l(—l)ll!‘le = (=21

=1 =1

Con lo cual obtenemos finalmente el valor de la constante «; de la ecuacién (4.33)
l

— 2\1
1—@[@(1—17)

(=1)'
21]!

=q(-2)1' = a= (4.34)

=1
Obteniendo finalmente que la funciéon generadora de los polinomios de Legendre es

dl
~ 20l dal

(_1)l dl
U1 dat

P(z) = (1—2?) (2 — 1), (4.35)

4.2.2. Funcion generadora

Hemos mostrado que la férmula de Rodrigues permite calcular los polinomios de
Legendre, pero ;Es esta férmula la tnica que existe para obtener los polinomios de Leg-
endre? La respuesta es negativa, existe otra féormula muy ttil que se conoce como la
funcién generadora, a partir de la cual podemos generar todos los polinomios de Legen-
dre. Esta funcién se suele denotar como ¢g(t, ) y es tal que si la desarrollamos en serie de
Taylor en la variable ¢ obtenemos los polinomios de Legendre. Explicitamente

g(t,x) = (1 — 2wt +13)71/2 = Z P(x)t", con |t| < 1. (4.36)
1=0
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Esta ecuacién puede presentarse mediante un problema fisico elemental. El cédlculo del
potencial electrostatico de una carga puntual colocada en el punto (§ = 0,7 =a) 6 (6 =
7,7 = a) con a =constante. Es posible mostrar como lo hemos hecho para la férmula de
Rodrigues, que esta funcion generadora en efecto da origen a los polinomios de Legendre.
Esto es algo que no le quitaremos el placer de comprobar por usted mismo en la tarea.

4.2.3. Relaciones de recurrencia de los polinomios de Legendre

Ciertas relaciones de recurrencia entre los polinomios de Legendre de diferente orden
son muy utiles al evaluar integrales que involucran los polinomios de Legendre. Estas
relaciones de recurrencia se pueden obtener de manera directa a partir de la formula de
Rodrigues y de la ecuacion de Legendre misma. Por ejemplo, utilizando la féormula de
Rodrigues podemos calcular

dPy  d 1 a+t o, 1)+t
ir @\ nia® Y

1 dH1 ) .
= g e (D2 -1

1 dl+1 )
= i g e

- 1))

1 d
= i@~ D' 2@ - )
_1 _dl 2 ! 2 2 -1 2 I-1
1 d ) l , L
= s (@ D = 1) 20 - 1))
1 d
— (2l +1)P 2 _ q)-1
DA+ s g Y

Por otro lado

AP, d 14, 1 d
— _ 1 — -
<2l—1(z g T Dida

—_ _1l71
dx dx )

pero este es precisamente el iltimo término en la ec. anterior. Concluimos entonces que

dPia(z)  dPa(x)
dx dx

A partir de esta ecuacion y de la ecuacién de Legendre se pueden obtener otras relaciones
utiles que usted mostrara de tarea

— (2 + 1)P(2). (4.37)

(1 + 1) P () — (20 + DaPx) + 1P (@) = 0, (4.38)
dpl;;(I)—de;I)—(lel)B(x) = 0, (4.39)
(2% — 1)&(@ —zlP(x)+1P-y = 0. (4.40)

dx
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4.3. Clase 14

4.3.1. Relacion de ortogonalidad

Los polinomios de Legendre P(x) son el conjunto bésico de soluciones regulares de
la ecuacién de Legendre

a4
dx

[(1 — xQ)%f)} +1(l+1)P(z) =0 (4.41)

y esta es una de las ecuaciones que surge (en el caso de simetria azimutal) cuando sepa-
ramos variables en coordenadas polares esféricas. De hecho esta ecuacion rige el compor-
tamiento en la coordenada 6.

Una propiedad importante de los polinomios de Legendre es que forman una base
del espacio Euclideo en el intervalo [—1,1], esto es, es posible escribir una funcién f(x)
continua en el intervalo [—1, 1], como una serie de polinomios de Legendre

f@) =) aP(x). (4.42)

>0

No daremos una prueba rigurosa de este resultado, pero al igual que lo hicimos con las se-
ries de Fourier, mostraremos varios ejemplos concretos. Dada una funcién f(z) particular,
nuestro problema consistira en encotrar los coeficientes adecuados a,,. Hemos aprendido ya
que para obtener estos coeficientes, es necesario contar con una relacién de ortogonalidad
de la base. Nuestro objetivo sera entonces obtener esta condicién. De manera especifica
mostraremos que

/1 P(z)P,(z)dx = 0, l#n (4.43)

1

/1 P(z)P,(x)dx = C, l=n. (4.44)

1

Para obtener estas relaciones utilizaremos la ecuacién de Legendre (4.1), procediendo de
la siguiente manera. Multipliquemos el polinomio de Legendre P,(x) por la ecuacién de
Legendre para el polinomio P(x) y restemos el mismo producto intercambiando los indices
n <l

P, (% {(z - xQ)%} + 11+ 1)Pl> . (% [(z — xz)dd];”] +n(n + 1)Pn) =0. (4.45)

Integrando la variable x en el intervalo [—1, 1] obtenemos

1 -1
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Integrando por partes en la primer integral

1 d d
[ {— (1= )PP) = (L =22 PLP — = (L= 2*)PP) + (1 — xz)Pm}
. dr dx
1

+[<z+1)—n<n+1)]/ PPydz = 0,

-1

donde P} = %% Evaluando la integral tenemos

[(1 — %) (Pn% - de];")] 1_1 + [ +1) = n(n+1)] /11 P/(z)P,(z)dz = 0.

Como P(—1), P(1), P/(—1) y P/(1) son finitos, entonces los dos primeros términos se
anulan al evaluar el factor (1 — 2?)|,——1 = (1 — 2%)|,_, = 0. Por lo tanto

(14 1)—n(n+1)] /1 P(z)P,(x)dx = 0. (4.46)

~1
Para que este producto se anule debe suceder que

1
(+1) =nn+1) 6 / dzPi(2) Po(x) = 0. (4.47)
-1
Dado que I,n > 0, la condicién [(I4+1) = n(n+1) = | = n, y como P,(z) es un polinomio,
sucede que
1
/ P(z)P,(z)dx = C; para [=n. (4.48)

1
Si por otro lado | # n, entonces debe suceder

/ dxP/(x)P,(x) =0, para [#n. (4.49)

1

Practicamente hemos logrado el objetivo de obtener la relacién de ortogonalidad, solo
nos resta calcular el valor de las constantes ;. Para poder obtener este valor debemos
decidir la normalizacién de los polinomios de Legendre a utilizar. Seguiremos nuevamente

la convencion de que los polinomios de Legendre estan normalizados por la condicion
A1) =1

La estrategia que seguiremos para calcular C} es utilizar la férmula de Rodrigues
(4.26) de los polinomios de Legendre

en la expresion (4.48). Integrando por partes [ veces, reescribiremos esta integral en una
forma més sencilla. El paso clave sera encontrar una relacion que existe entre el coeficiente
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C; y el coeficiente C)_1, lo que nos permitira calcular la constante C; en términos de la
constante Cj que es muy féacil de valuar. Llevemos a la préctica esta estrategia calculando
primeramente

C :/ [Pl(f)]de = m/ dci:l( 1) dC:lEl (x — 1) dzr. (4'50)

1

Integrando por partes tenemos

O — 1 /1 d dl—l(mZ . 1)1 dl(xz . 1)1 B dl—l(x2 _ 1)[ dl+1(x2 _ 1)[ 4
DToage ) \de | da dz! drl-1 1 v

B 1 dl—l( ) dl( )l 1 - /1 dl—l(xQ _ 1)1 dl+1(x2 _ 1)1 ;
BECZIE doi—1 d ) et A+l T

Dado que L7 (22 — 1)! es un polinomio de grado (I — 1) en (2% — 1) el primer término
se anula al evaluarlo en x = —1,1% Integrando por partes [-veces la ecuacién (4.50)
obtenemos Cip g (2 1y

Utilizando el binomio de Newton (1.76), podemos evaluar la derivada del polinomio (x?* —
1)!. Claramente el polinomio es de grado 2[, ya que

(22 = 1! = 2% + 1227 (=1) + 2'1( =D 2(—1)2 + -

Por lo que al derivar 2/ veces obtenemos 3

d2l($2 _ 1)[
(=1)'2)! @yt
= C:— dr(z? — 1 dx(1 — 23t 4.52
SRPRIE / @ =0 =gy | =) (4.52)
2;0jo! dl;(%) es un polinomio de grado [ —1 en (22 —1), pero M no es polinomio en (22 —1).
Por este motivo hemos integrado por partes. Ejemplifiquemos estas aﬁrmamoneb
d(z? —1)?
% = 4a(z® —1), polinomio de grado 1 en (z? — 1).
i
d?(2? — 1)? d
(QCT2> = %(411(332 —1)) = 4(2? — 1) — 822, no es polinomio en (z* — 1).
d*(a* - 1)° d 2 2 2 2 2/.2 : . 2
— g = d—(Gx(x —1)%) =6(z* — 1)° + 242°(2* — 1), polinomio de grado 2 en (z* — 1).
x i

3Si usted no estd convencid@ del resultado, calcule un caso particular, por ejemplo

d(z? —1)2 a* a3 d? d
- - —222 +1 4o —4x) = —(4-322 —4)= —4-3-2.2=4-3-2-1=4!
e dx4(x x+1)= dx?’( x x) dx2( 3x 4) = . 3-2-x 3-
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Esta es la integral a la que nos referimos cuando planteamos la estrategia de calculo para
obtener (). La idea ahora es mostrar utilizando esta expresiéon que Cj esta relacionada
con C;_;. Para ello evaluaremos la integral implicitamente, comenzando por reescribir el
polinomio (1 — z2)! en la siguiente forma

(1 _ {L‘2)l — (1 _ 372)(1 _ $2)l_1 — (1 _ $2)l_1 _ {L‘2(1 _ I’Q)l_l

1 d x d
— 1— 2\l-1 .2 —(1— 2121_ 2\[—1 2201 = PAV)
(- =t - = -+ ),

con lo cual la integral (4.52) la podemos reescribir como

/1(1 2)t g —/1(1 gy L[ ey
B T T = B T T 9l _lxdl‘ T Z.

Integrando por partes el ultimo término

/_11(1—x2)ldx _ /_11(1_m2)l—1da;+21l _11 [%(x(1—x2)l>—(1—m2)l] dx
1 L

- 1_2l )
5 _1( %) dx

1
1
= / (1— 2% dx + Z&:(l — 2?)!

1

-1

Notemos que el ultimo término del lado derecho de esta ecuacion, es proporcional a la
integral que deseamos evaluar originalmente. Agrupando estos dos términos se tiene

(1 - 2%) /_11(1 — %) dr = /_11(1 — %) da

1

= (21+1) /1 (1—2?)de = 2l/ (1— 22" da. (4.53)

1 -1

Esta ecuacién relaciona la integral de (1 — 2?)! con la integral de (1 — 22)'~1, por lo tanto
al sustituirla en la ecuacién (4.52) para C; nos producird una ecuacién que relaciona C)
con ()_1, como habiamos anunciado. Explicitamente

20 [t ) g2 ! o1
6 = g 0= = g [0
20 2020 —-1)(20—2)! [* o1
20+ 122-22212((1 — 1)1)2 /1(1 ot

20 -1 0 2(1-1))! ! i1, 2A—1
— o + 1 22(171)((1 _ 1)[)2 /1(1 X ) dr = 5 i 1Cl—1-

Obteniendo finalmente la relacién

20+ 1)C) = (20 — 1)Cr_y = [2(1 — 1) + 1]Cp. (4.54)
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Concluimos entonces que la cantidad (21 + 1)C; es independiente de [, en particular es
cierta para [ =0

Co=3C, =5C, =7Cs5 =--- = (2l + 1)C. (4.55)

Pero evaluar directamente la constante Cj es muy sencillo. De la definicién general (4.52)
de () tenemos para C)

0! ' 210 '
Combinando las ecuaciones (4.55) y (4.56) concluimos que

G- __2 /l[P(x)]Qd:c—L (4.57)
o1 20+1 0 T2+ 1 '

Obteniendo asi de manera completa la relacion de ortogonalidad de los polinomios de
Legendre

1
2
/_ PR dr = 5 (4.58)

Regresando a la ecuacién (4.42), estamos ahora en condiciones de poder determinar las
constantes a; en el desarrollo de la funcién f(x). Para ello multipliquemos ambos lados
de la ecuacion por P,(z) e integremos sobre la variable x

1 1
/_ Py(x)f(z)dx = Zal /_1 P,(x)P(z)dx = Zal 51 i 15n,l = 2n2—|— 1%n-

1 >0 >0

Depejando el coeficiente a,, obtenemos finalmente

2n+1 [
an = — /_1 P,(x)f(z)dx. (4.59)

En la practica es bastante 1util utilizar la formula de Rodrigues para evaluar esta integral

2n+1 (1 1 d*, , 2n+1 (! . .
= — /_1 2”n!dx”<x —1) f(a:)dx:—Qan! /_lf(x)%(:v —1)"dx

Integrando por partes una vez obtenemos

dn—l

dxnfl

_2n+1

2 n
= oty @ =1)

()

Qn

e /1 df () ™! (% —1)" da:.]

1 dr dxn!

Al igual que en ocasiones anteriores, el primer término se anula al evalaurlo en x = £1
debido a que es un polinomio en z? — 1. Integrando por partes (I —1) veces mas obtenemos

a, = M(_l)n /1 (2® — 1)ndnf(w) dr = 2n+1 /1 (1-— x%”ﬂ(f)dx. (4.60)

~ Qntlp) ) dz™ - oontlpl dx

Hagamos un ejemplo para entender mejor la idea de desarrollar una funcién en términos
de los polinomios de Legendre.
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Ejemplo 4.3.1 Escribamos el polinomio cuadrdtico f(x) = ax?® + bx + ¢ en términos de
los polinomios de Legendre

ar® +bx +c= Z a, P (z). (4.61)

1>0
El problema consite en calcular los coeficientes a; que me permitan escrbir al polinomio
cuadrdtico en términos de los polinomios de Legendre. Para ello utilizaremos la expresion

(4.60). Para el primer coeficiente tenemos

3 2

1t 1/t 9 1] 2 x ! a
ao—ﬁ/lf(x)dx—ﬁ/l(ax +bx+c)d:1:—§{agjtbg—i—cx}_l—g%—c. (4.62)

De manera similar tenemos para el resto de los coeficientes

! d(az® + b ! !
a, = §/ (1—2?) (a2” + x+c)dx_§/ (1—x2)(2ax+b)dx—2/ b(1 — 2*)dx

4 ) dz 4 )4 1
3 o 1
- = = =Zp(1==) =0 4.
2] n (D)o o
5 (1 d*(az® +b 5 [
ag = — [ (1—2?)? aa” + ba + ¢) dr = — [ (1 —2*)*2adx
8-2 dz? 16 J_,
5a [ 5a 2 , 2" 2
- = 1—222+2Yde = =2 |z — =23+ | = Za. 4.64
< _1( x” +x%)de 3 {93 3:)3+5 ) 39 (4.64)
El resto de los coeficientes son cero ag = ay = a5 = --- =0, dado que C;i—nn(axQ +b+c) =0,
para todo n > 3.
Por lo tanto
9 1 2
ar®+b+c= 3¢ +c ) Po(z) +bPi(x) + gan(x). (4.65)

Este resultado no deberia ser una sorpresa dado que sabemos que Po(x) mismo, es un
polinomio de grado 2. Recuerde que Py(xz) =1, Pi(z) = z, Py(z) = (32 — 1). Mds ain,
podemos inferir que en particular si f(x) es un polinomio de grado n, dado que todas las
deriwadas % = 0 para | > n, entonces todos los coeficientes a; = 0 para |l > n en el
desarrollo, y por tanto, el polinomio podra escribirse como una combinacion lineal de los

primeros n polinomios de Legendre.

De manera mds general, si la funcion f(x) que estamos desarrollando no es un
polinomio en x, obtendremos una serie infinita f(x) = 3,5, a Pi(z).
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4.4. Clase 15

4.4.1. Ecuacién de Laplace con simetria azimutal

Como un ejemplo de la situaciones fisicas en las que aparecen los Polinomios de
Legendre, estudiemos la solucién a la ecuacién de Laplace en problemas con simetria
azimutal.

En una clase anterior hemos realizado la separacion de variables para la ecuacién de
Helmholtz en coordinadas esféricas. Proponiendo
1
\If<7', 97 (b) = _R(T)Y(ea ¢)7 (466>
r

separamos la ecuacién de Helmholtz en dos ecuaciones: una ecuacion diferencial parcial y
una ecuacién diferencial ordinaria

d*R A

Vg ==Y, pr (ﬁ — k2> R(r). (4.67)

Si consideramos funciones que sean independientes del angulo azimutal ¢ = m = 0,

1
U(r,0) = ;R(r)@(@) (4.68)
donde ©(0) y R(r) satisfacen
1 d d d’*R(r) A
— | sinf— + A = == -k ) 4.

sen df (Sm @ ) O=0 v (7«2 ) R(r) (4.69)

Hemos mostrado que las funciones ©(f) son regulares en los polos norte y sur de la esfera,
unicamente si A = (I + 1) donde [ es un entero (el cual puede asumirse sin pérdida de
generalidad no negativo). Las funciones ©() son entonces los polinomios de Legendre con

O(f) ~ P/(cosh).
En el caso de la ecuacién de Laplace: k = 0 y la funcién R(r) satisface la ecuacion

ER(r) 11+ 1)

0 = 3 R(r). (4.70)
La soluciones a esta ecuacion diferencial son
R(r) ~ 't y R(r) ~r7 (4.71)

Podemos concluir entonces que la solucion azimutal més general de la ecuacion de Laplace
V2¥(r,0) = 0, en coordenadas polares esféricas, se puede escribir como

U(r,0) => (Ar' + Br~'=")Pi(cos ). (4.72)

Podemos utilizar este resultado para poder resolver problemas donde se desee conocer
el potencial gravitacional(electrostético) de distribuciones de masa(carga) con simetria
azimutal.
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Ejemplo 4.4.1 Como ejemplo resolvamos un problema tipico de electrostatica. Conside-
remos una esfera de radio a, cuyo potencial electrostdtico en su superficie posee simetria
azimutal y estd dado por la funcion V(0), esto es, ¥(r = a,0) = V(0). El problema
consiste en calcular el potencial electrostatico ¥(r,0) en todo punto del espacio.

La solucion a este problema se divide en dos partes, se debe obtener el potencial
Uy(r,0) dentro de la esfera (r < a) y Ve(r,0) fuera de la esfera (r > a). Desde luego,
ambos potenciales deben coincidir sobre la superficie de la esfera, Vq(a,8) = Ys(a,0).
Tanto dentro de la esfera como fuera de la esfera, el potencial satisface una condicion
adicional. Si no existen cargas eléctricas en el origen, el potencial debe anularse ahi, por
lo cual el potencial dentro de la esfera debe ser finito, analiticamente: W4(0,0) < co. La
condicion para el potencial fuera de la esfera es que debe anularse en infinito, esto es:
lim, oV s (r,0) — 0.

Hemos visto ya que la solucion mds general posible a la ecuacion de Laplace, para
problemas con simetria azimutal estd dada por la ecuacion (4.72). Asi en nustro caso la
solucion debe ser de la forma

Uy(r,0) = Z(Aﬂ“l + Byr~ ") P(cosh), r<a, (4.73)
1>0

U(r,0) = Z(Clrl + Dy~ P(cosh), r>a, (4.74)
1>0

donde las constantes A;, By Cy y Dy, quedan determinadas por las condiciones de frontera.

Obtengamos primeramente el potencial dentro de la esfera. Note que si A; # 0 y
B, # 0, para toda l, entonces al analizar la condicion del potencial en el origen tenemos

71411% Uy(r,0) = lli% ;(Aﬂ“l + Br~ DY Py(cos 0) = 712% ; By~ P (cos f) — co.

Asi si queremos que el potencial sea finito en el origen, la unica posibilidad es que todos
los coeficientes By = 0 y por lo tanto el potencial dentro de la esfera debe ser de la forma

Uy(r,0) = > Ap'P(cosh), r<a. (4.75)
1>0
¢ Como encontramos los coeficientes A;? de la otra condicion de frontera
Vy(r=a,0)=V(), = V() => AdPcosh), (4.76)
1>0
y de la relacion de ortogonalidad de los polinomios de Legendre

1 ™ 2
/ dxP/(x)P,(x) :/ sin @ P,(cos 0) P, (cos 0)df) = ——6, ,, (4.77)
_1 0 20417

donde en la sequnda integral hemos realizado el cambio de variable v = cosf = dx =
—sinfdf. Recuerde, la técnica consiste en multiplicar ambos lados de la condicion de
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frontera (4.76) por P,(cos®) e integrar sobre todo el intervalo de definicion de la variable

6.

/ sinfP,(cos9)V(0)do = ZA;(L/ sin 6 P, (cos 0) P,(cos 8)df
0

>0

2
= ZAICJQZ O = Ana”
>0 + n—+

Despejando el coeficiente A,, de esta ecuacion, obtenemos finalmente

A, =

2n+1 [T 2n+1
0P _
S /o sin 0P, (cos 0)V (0) do 5

/_11 P,(x)V(z)dx. (4.78)

El siguiente paso es encontrar el potencial fuera de la esfera. Para ello notemos que si los
coeficientes Cy # 0 y Dy # 0, para todo | entonces

lim Wy(r,0) = lim Z Cyr' + Dyr= ) P(cos ) = lim ZCZT Py(cosf) —

T—00 r—00 l>0 T—00 l>0
Pero la condicion de frontera en infinito nos dice que lim,_..V¢(r,8) — 0. Concluimos
entonces que la unica manera de que se satisfaga esta condicion es que los coeficientes
C; =0, para toda 1. Por lo tanto el potencial fuera de la esfera es de la forma

Up(r,0) =Y Dyr~ "V P(cost). (4.79)

>0

¢ Como encontramos los coeficientes D;? nuevamente de la condicion de frontera sobre la
superficie de la esfera. Para ello podemos proceder como lo hicimos para Vg, sin embargo
no es necesario repetir este procedimiento, basta con recordar que los potenciales satisfacen
la condicion

Uy(a,0) = Vp(a,0) = > Aja' Pcosf) = > Dya "V Py(cosb),

1>0 1>0
de donde obtenemos igualando término a término que
Al al = Dl ai(lJrl) = Dl = Al (12l+1. (480)

y por tanto el potencial fuera de la esfera. En resumen, hemos encontrado que la solucion
es

Uy(r,0) = Z Aja'Pycos ), r<a, (4.81)
1>0
Ue(r,0) = Z Al s 'Py(cos®), r>a, (4.82)

>0
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donde los coeficeintes estin dados por la relacion (4.78).

Una vez conocida la funcion V(0) podemos calcular el potencial explicitamente. Para
ejemplificar consideremos el caso en que el potencial sobre la esféra toma la forma

YV, 0<o<T,
V(f) = { WV, r<g< 72r, con V = cte. (4.83)

En este caso la relacion (4.78) es

™

20+1

A= 2al

V/Qsinepl(cosﬁ)dH—V/
0

sin 6 P;(cos 0) d9] )

(VI

o en términos de la coordenada x

4 = 2Lt {v/olﬂ(x)dx—v/oﬂ(x)dx].

l
2a 1

Como hemos visto, los polinomios de Legendre tienen paridad bien definida P(x) =
(—=1)!P(—z). Asi si hacemos el cambio de variable x — —x en la sequnda integral de
la ecuacion anterior obtenemos

4= DV [/Olamd:c—/:( 1) (o) ds] :%@4_1)1)/01%)@.

2al

Concluimos entonces que A; =0, si l es par. Si l es impar

4= (%Z—ZW/O R(w) do = IV (%) L, 2

ll_ 253 (4.84)

4.5. Clase 16

4.5.1. Las funciones asociadas de Legendre

Hasta ahora hemos estudiado las soluciones a la ecuacién de Legendre, la cual como
hemos discutido anteriormente, constituye un caso particular de la ecuacion asociada de
Legendre, correspondiente al valor m = 0. Nuestro objetivo es obtener ahora las soluciones
a la ecuacién asociada de Legendre para todo valor posible de m

% ((1 —z )Zi) + (A— 1T;) y=0. (4.85)

Como mostraremos en detalle, es posible construir las soluciones de esta ecuacién en
términos de los polinomios de Legendre Pj(x), que ya hemos estudiado. Especificamente
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veremos que las soluciones y(z) son proporcionales a derivadas de los polinomios de Leg-
endre y(z) ~ %. La estrategia para obtener las soluciones serd la siguiente: El primer
paso consistird en hacer una propuesta de solucién en términos de una funciéon w(x) por
determinar, esto es, propondremos que y(x) ~ w(z). Al introducir esta propuesta en la
ecuacién Asociada de Legendre, obtendremos una ecuacién equivalente pero esta vez para
la funcién w(x). El segundo paso consistird en obtener esta misma ecuacién equivalente,
pero ahora comenzando de la ecuacion de Legendre ordinaria, derivada m veces. Dado
que al final obtendremos la misma ecuacién, lo tinico que nos restara sera idéntificar la
forma de la solucién w(z) en términos de derivadas de los polinomios de Legendre P(x).
Como las soluciones y(z) de la ecuacién asociada de Legendre original son proporcionales
a las funciones w(x), habremos obtenido las soluciones buscadas.

Comencemos con el primer paso. Propongamos que las soluciones de la ecuacién
asociada de Legendre son de la forma

y(r) =(1-— xz)%w(x), (4.86)

con lo cual

Y 9 — a2yt _2)E
I 2:162(1 )2 w(x) + (1 —27) :

Sustituyendo esta expresién de la derivada dy/dz en la ecuacién asociada de Legendre
tenemos

. (—mx(l —2?) 2w+ (1 - x2)2+1£> + <)\ — 1711302) (1—2*)2w=0.
Evaluando explicitamente la derivada
m m m dw m m dw
(] — 2% 2,2(1 _ 22) 21y, — 1- 22 (_ 1) 1_ 22w
m(l —z%)2w+m 2 (1 —2°)2 " w — ma( :v)?dx z {5+ ( x)2dx
oy m o 2w 2\ 2 2 2\ 21
+(1 — %)z F+)\(1—x)2w—m(1—x)2 w =0
x

Factorizando (1 — 2?)% obtenemos finalmente
0 = (1—2%% [(1 - 2> —2(m+ Daw' + Iw — mw +m?(z® — 1)(1 — 2%)~ w]
0 = (1—2%% [(1 -2 —2(m+ Daw' + (A —m(m+ 1))w] .
Para que esta ecuacion se satisfaga, dado que en general (1 — z?) # 0, se debe satisfacer

que
(1 —2®)w" —2(m + zw' + (A —m(m + 1))w = 0. (4.87)

Asi, si somos capaces de encontrar una funcién w(x) que resuelva esta ecuacién, habremos
obtenido una solucién de la ecuacién asociada de Legendre (4.85) de la forma (4.86).

Para encontar la forma de w(z) obtengamos nuevamente la ecuacién (4.87), pero
ahora de una forma diferente. Supongamos que tenemos una solucién para la ecuacion de
Legendre ordinaria

(1—a2*)P" —22P + AP = 0. (4.88)
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Si ahora diferenciamos esta ecuacion m-veces

;i—m[a — 2%)P" — 22P' + AP] =0,

tenemos utilizando la relacién®

dm LT fdmg —|—mdf d™ g m(m—1)d*f d"3?g

dxm dzm™ dx dxm=1 2! dx? dxm—2
m(m —1)(m —2) &3 f d™3g arf
e 4.89
+ 3! dz3 dam—3 e dzm? (4.89)
que
dnt2p d" P m(m —1) dm" P antip d"P _d™P
1) rm (=2 9 9 Py
(1=2%) dxm+2 +m(=2z) dxm+t1 2 (=2) dgm gt g * dz™ 0
Factorizando las derivadas del mismo orden, esta ecuacion implica que
dm+2P m—+1 dm P
J— 2 . - — — —
(1—=z )dxm+2 2(m+ 1)z Tt + (A —2m —m(m 1))dmm 0
dm+2p dm+1P dm P
2
= (1—2%) TnE 2(m+ 1)z P +A=m(m+1)]— T = 0. (4.90)

7 . .7 .7 . m
Comparando esta tltima ecuacién con la ecuacién (4.87), vemos que si tomamos w = ‘fwf ,

entonces ambas ecuaciones son iguales y por tanto hemos construido una solucion de la
ecuacién (4.87) en términos de una solucién P de la ec. de Legendre (4.88). Recordando que
los polinomios de Legendre estan etiquetados por el nimero natural [, concluimos que las
funciones w(x) estan etiquetadas por los nimeros [ y m. Juntando todos los ingredientes
tenemos que las soluciones (4.86) de la ecuacién asociada de Legendre también dependeran
de las mismas dos etiquetas. Definimos asi, los polinomios asociados de Legendre P/™(x)
como

B = (<11 - )% SR, (4.91)
los cuales son las soluciones de la ecuacién asociada de Legendre
d dpPm m?
— (-2 = I(1+1) - P =0. 4.92
& (=% + (-5 ) 7 (1.92)

Dado que los polinomios de Legendre P)(z) son regulares en el intervalo =z € [—1, 1], los
polinomios asociados de Legendre P/"(x) también son regulares en el mismo intervalo. Se

4Usted puede convencerse facilmente que la relacién es correcta, calculando las derivadas para los
primeros niimeros naturales, m =1y m = 2

Lisg = Lor s
42 N ddf dg f df dg  .d%g
w2 = mntt T e e e
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sobre entiende que estamos considerando que m es un numero entero no negativo, para
que % tenga sentido. Dada nuestra estrategia para obtener las soluciones, es claro que
m y | deben satisfacer la desigualdad m < [, ya que de otro manera % = 0, porque los
polinomios de Legendre son polinomios de grado [ en x. Sin embargo recordando la férmula
de Rodrigues (4.26) para los Pj(x), obtenemos la funcién generadora de los polinomios
asociados de Legendre

—1)ym dl+m
Py = S ey O

vf3

— 1)L (4.93)

Note que esta férmula también toma sentido para m < 0, con la condicién de que: [+m > 0
= m > —I[. Tenemos asi una construccién de los polinomios asociados de Legendre para
todos los enteros m en el intervalo

—l1<m<L (4.94)

Note que la ecuacion asociada de Legendre (4.85) es invariante bajo el cambio m — —m,
ya que solo m? aparece en la ecuacién. Esto implica que si consideramos una solucién
P con m dado, entonces cambiando m — —m nos debe producir otra solucién. Més
ain, s6lo una solucién a [ y m? fijos, es regular en = +1. Dado que P"(z) y P ™(x)
dados por (4.93) son regulares (ambos) en = £1, se concluye que estos polinomios son

linealmente dependientes
B () = kP (x) (4.95)

Es facil determinar la constante k, utilizando la expresion (4.93) de los polinomios asoci-
ados de Legendre en la ecuacién anterior

(=)™ gy=m A7 (=" gym AT !

g =) @ ) = ey (=) e (et )
l—m I4+m

2 I 2m 2\m 2 l

Dado que solo queremos calcular k, es suficiente concentrarnos en la potencia mas alta en
x. Desde luego podemos checar todas las potencias de x, pero no lo haremos aqui, esto se
le deja al lector como ejercicio. Al orden dominante tenemos

dlim 21 m,.2m dl+m 21
Tt = k(=1 e
y derivando explicitamente
AR —1)--- 2l — (I —m —1))22~ ) = k(=122 (2l — (I +m — 1))22~+m)
(21)! (2)!
— = e 4.97
(I +m)! (=1) (I —m)! (4.97)
De donde obtenemos el valor de la constante
[ —m)!
e Umml gy (4.98)

(I 4+m)!
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Concluimos entonces que la relacién entre los polinomios asociados de Legendre con valor
de m que difiere por un signo es

(I —m)!

P (x). (4.99)
., Qué podemos decir sobre la ortogonalidad de los polinomios? Utilizando el mismo método
que utilizamos con los polinomios de Legendre, es facil mostrar que

1
| Er@rre) = Cud, (1100)
-1

donde ¢y, es la delta de Kronecker y (Y, es una cosntante que depende del valor de [ y m.
Note que en esta ecuacion ambos polinomios tienen el mismo valor de m. Para calcualar
la constante C},,, evaluemos explicitamente la integral

Con = [ (PP @Pas = [ B ) @)

Note que en esta ecuacién hemos escrito el polinomio P™(x) en términos de P, () ;Por
qué? porque de esta manera el factor de (1—2%)™ se eliminard de la integral, facilitandonos
ast el cdlculo®. Utilizando la férmula de Rodrigues (4.93) para los polinomios asociados
tenemos que

Con = (—1) (I +m)! /1 (=)l — 2?2 dH(2? — 1) (=)™l —2?)" 7 d"(2? — 1)ldx
e (—m) /), 21| dzttm 21| dzt=m
_ =DM+ m)! /1 atm pdmm !
EE = ), dwien &~ Y g (v Ui

Integrando por partes tenemos

(=) +m)! | dFm (2?2 — 1) a7 (22 - 1)

22(IN2(1 — m)! dxltm—1 dxl-m
———

=o0,al evaluarla|

Clm

1

U gltm—1(,2 _ 1\ Jlem+1(,2 _ 1)l
_/ d (x* = 1) d (x*—1) dx}.

dl’l+m_1 dl.l—m-i-l

-1

E integrando por partes (I + m)-veces

_1\m m)l 1 20 (2 1)l

= ()

SEsto sucede porque segiin la ecuacién (4.93), P/ (x) ~ (I—x?) %, mientras que P, ™ (z) ~ (I—2?)"%.



142 4 POLINOMIOS DE LEGENDRE

Con lo cual

Pero esta integral fué la misma integral que calculamos para obtener la constante de
normalizacion de los polinomios de Legendre, donde obtuvimos

_@n [t o g2

Utilizando este resultado obtenemos finalmente para la constante Cj,,

({+m)! 2
(l—m)20+1

Ol = (4.104)

Por lo tanto la relacién de ortogonalidad de los polinomios asociados de Legendre queda
finalmente como

/;1 le<1'>P7:n(x) dx = 213_ 1 81_?1; Otn.- (4105)

4.6. Clase 17

4.6.1. Los armonicos esféricos y la ecuaciéon de Laplace

Poniendo en perspectiva las clases pasadas, lo que hemos hecho hasta ahora en
este capitulo es resolver la ecuacién asociada de Legendre (4.85) y su caso particular, la
ecuacion de Legendre (4.1). Estas soluciones nos permiten introducir un nuevo conjunto
de funciones que es muy importante en la fisica, los armdnicos esféricos.

En el capitulo anterior discutimos que al aplicar una sola vez el método de separacion
de variables a la ecuaciéon de Helmholtz en coordenadas esféricas, podiamos separar la
ecuacién en una ecuacién diferencial ordinaria para la funcién radial R(r) y una ecuacién
diferencial parcial (ec. (3.117)) para la parte angular, cuyas funciones propias son los
armonicos esféricos Y (6, ¢)

VisY (0,0) = =1L+ 1)Y (0, 6). (4.106)

Empleando una vez mas el método de separacion de variables, pudimos separar la ecuacion
diferencial parcial (4.106) en dos ecuaciones diferenciales ordinarias, siendo estas la ecuacién
de Helmholtz en una dimensién (3.121) y la ecuacién asociada de Legendre (3.122). jPero
ahora ya conocemos las soluciones de estas ecuaciones! Juntando todos los ingredientes,
definimos los armonicos esféricos: Y,,(0, ¢) = P (cos8)®,,(¢) como

20+1 [(I—m)!
=4/ + l—l—Z ™(cos @)™ 1>0, —1<m<lL (4.107)
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donde ellos satisfacen la ecuacién de Laplace (4.106).

Tenemos asi que los armoénicos esféricos forman un conjunto completo de soluciones
regulares de la ecuacion de Laplace sobre la esfera unitaria. Los armoénicos esféricos tienen
la propiedad

Yim(0,0) = (=1)"Y},,(0, ), (4.108)

la cual puede mostrarse facilmente

Viewlb.0) = (2 Elf?lifa—m(cose)e
2l+1 (l+m)' m —im
= 4/ = m)' l—i—m'PZ (cosB)e "m?
_ \/2”1 EHZTL ™ (cos ) (€M) = (— 1Y% (6, ).

Los arménicos esféricos satisfacen la propiedad de ortogonalidad

/ Yy (0, 8) Yien (8, A = 616, (4.109)

donde df2 = sin 6dfd¢, es el elemento de drea sobre la esfera unitaria y la 9,,,, viene del
hecho de que las funciones ¢ son ortogonales. Recuerde que

27 T
/ dQ = / d¢ / sin 0d6 = 4r. (4.110)
0 0

Es ilustrativo escribir explicitamente los primeros armonicos esféricos. Recuerde que la
relacion entre [ 'y m es —l < m < [. Para [ = 0 la tnica posibilidad es que m = 0 y el
armonico esférico respectivo es una constante

1

Yool0,6) = /1= (4.111)

Para [ = 1 existen tres posibles valores de m, m = —1,0, y 1, y los armonicos esféricos
respectivos son

[3 . . /3 i}
Vi 1(0,0) = gsmﬁe ? Yio(0,0) = Ecose, Yia(0,0) = =Y{_1(0,9). (4.112)

Para | = 3, m puede tomar 5 valores diferentes: m = —2,—1,0,1,2 y los armonicos
esféricos son

_ 15 2i¢ /15 —i _ 5
Yoo =1/ 39, sen®fe” 0 Yy 4 = \/ o sinfcosfe™", Yoo = 167r<3COS 0—1),

(4.113)
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mientras que los restantes dos armonicos esféricos se calculan de Yo ; = =Yy | v Yoo =
*
Yy o

Para dar una interpretacion geométrica de los armoénicos esféricos, es ilustrativo
reescribirlos en términos de coordenadas cartesianas. La transformacién de coordenadas
esféricas a cartesianas es

x=rsinfcosg, y=rsinfsing, z=rcosfb. (4.114)

Note que las combinaciones x + iy y (z + 1y)* en términos de las coordenadas esféricas
son

x+iy =rsinf(cos ¢ +ising) = rsinfe’® y x — iy = rsinfe . (4.115)

Como Yj o es una constante, éste armoénico no cambia su expresion al cambiar coordenadas.
Por inspeccién de (4.112), vemos que los arménicos esféricos con [ = 1, estan dados en
términos de las combinaciones (4.115) y del cociente z/r ante el cambio de coordenadas.
Explicitamente

3x—1 3z .
Yie(e,y,2) = oY Yigle,y.2) =/ Yig =Yy, (4.116)

8t r A’

En el caso de los armonicos con [ = 2, éstos se reescriben en la forma

15 (x —1y)? 15 z(z — iy)
Yo o(r,y,2) = ox 2 Yo 1(w,y,2) = 3 2
5 (322 3 222 —a? — g
Yao(z,y,2) = 4/ Ton (7 - 1> =\ T6- 3 : (4.117)

y para los restantes dos armoénicos se tiene Yo = =Yy y Yoo = Y5 .

Comenzamos a notar asi que para cada valor de [, los arménicos esféricos en coorde-
nadas cartesianas forman un conjunto de funciones, etiquetadas por m con —l < m < [,
y todas tienen la forma de un polinomios de grado [ en (z,v, 2), divididas por 7!

Ti1Xi2...24

Yim(z,y,2) ~ (4.118)

rl
En esta expresion x;; puede ser x,y, o z, segin sea el armonico de que se trate. Note que
mientras mas grande es [, mas grande es el nimero de polinomios posibles. Por ejemplo
para [ = 1, tenemos en total 3 funciones Y} ,,, las cuales se pueden reorganizar tomando
combinaciones apropiadas de £, 4y 2

T T T

3 [x—1 T +1 . 3
Vi + Vi =4/ — N e T (R
81 r r 2rr r
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Asi una vez que conocemos uno de ellos, por ejemplo Y} g, los otros dos se obtienen rotan-
do el sistema de coordenadas 90 grados alrededor del eje x y el eje y. Algo similar sucede
para los armoénicos de orden superior. Concluimos entonces que:

ijlos Armonicos esféricos saben de la simetria rotacional de la esfera!
En el lenguaje de teoria de grupos uno dice que:

Los armoénicos esféricos caen en las representaciones del
Yim (6, 0) ~ grupo de rotaciones.

El hecho de que las soluciones a la ecuacién asociada de Legendre (4.85) se puedan con-
struir a partir de las soluciones a la ecuacién de Legendre (4.1), encuentra su explicacién
en el hecho de que los armonicos Y}, con m # 0, estan relacionados a los armoénicos Y
(con m = 0) mediante rotaciones de simetria de la esfera.

4.7. Problemas

1. Muestre cada una de las integrales siguientes

! 21
/_ z P(z) Pi-1(z) do = 1 [ =1,

1

1
| A@ P @d=2 10

1

! 21
/
e — >
/_131:Pl(x)Pl(x)dx TSR >0,

donde P = %.
2. Encuentre el desarrollo en serie de Legendre de la funcién |x| en el intervalo x € [—1,1].

3. Encuentre el desarrollo en serie de Legendre de cada una de las funciones siguientes en
el intervalo z € [—1,1]: a) 3, b) 2° — 23 + 2, ¢) 4a* + 22% — .
4. Considere una carga eléctrica ¢ colocada sobre el eje z en la posicién z = a. Usted

aprendio en su curso de campos que el potencial eléctrico debido a la carga, en el punto
(r,0,¢) esta dado por

_ 1 e 4 1
dmeo [P — ak| 470 /12 + a® — 2arcos

a) Considere el caso r? > |a* — 2ar cos §|. Desarrollando el numerador muestre que

47r€02 (cos6) < >n’

n=0
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donde g(t,z) = (1 — 2zt + ¢3)~Y2 = 3" ' B,(x)t" es la funcién generadora de los poli-
nomios de Legendre.

b) Desde luego, para un@ estudiante seri@ como usted no basta con decir que los co-
eficientes de t" son los Polinomios de Legendre, usted querra dar una prueba de ello.

Bien, no iremos contra su deseo. Muestre que en realidad g(¢, z) genera los polinomios de
Legendre.

Ayuda: ;Conoce usted alguna otra funciéon generadora de los Polinomios de Legendre?

5. Utilice la funciéon generadora de los Polinomios de Legendre

t,x P,
9t x) = \/1—2xt+t2 Z
para mostrar las siguientes propiedades.

a) P,(1) =1.

b) Relacién de ortogonalidad fjl Po(x) Pp(2)dx = 525 00m-

c) Evalue fo > (x)dz.
d) La relacién de recurrencia
2n+1)zP, = (n+1)Poy1 +nb,.
e)
dPn+1 o dpn—l
dx de

6. Calcule el potencial electrostatico de las siguientes configuraciones de carga:
a) Dos cargas puntuales (dipolo eléctrico), una de ellas de carga +¢, colocada en z =a y

(2n+1)P, =

la segunda de carga —q, colocada en z = —a.

b) Cuadrupolo lineal de tres cargas puntuales, la primera de carga +q colocada en z = —a,
la segunda de carga —2q colocada en el origen y la tercera de carga +q colocada en z = a.
¢) Octupolo eléctrico lineal de 4 cargas, la primera de carga —q colocada en z = —2aq, la
segunda de carga +2q colocada en z = —a, la tercera de carga —2q colocada en z = a y

la cuarta de carga ¢ colocada en z = 2a.

Pa(eost) = (—1yr O (1) |

nl 020 \r

7. Muestre que

8. Los polinomios de Chebyshev (tipo II) son generados por

1 o0
N UL ()t
122402 HZZO ()

Muestre que una representacién en serie de estos polinomios estd dada por

[n/2) B
U () = Z(—l)’“%@x}“k-

k=0
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9. Operando en coordenadas esféricas, muestre que

9 {M } _ Pasi(cost)

-_(nﬂ+ 1) pyn+2

0z pntl

Este es el paso clave en el argumento matematico del resultado que nos dice que la derivada
de un multipolo lleva al siguiente multipolo de orden superior.

10. Desarrolle la funcion delta de Dirac en una serie de polinomios de Legendre, utilizando
el intervalo —1 < x < 1.

11. Verifique los desarrollos siguientes de la delta de Dirac

n=0 n=0

Estas expresiones aparecen cuando las ondas planas de Rayleigh se desarrollan en ondas
esféricas entrantes y salientes.

Nota: Suponga que la funcién delta de Dirac se considera completamente cuando se integra
sobre el intervalo [—1,1].

12. Una funcién f(z) se desarrolla en una serie de Legendre f(z) = > ", anP(x).

Muestre que
1 o0 a2
2 — 9 n__
[ =322t

1

Esta es la forma de Legendre de la idéntidad de Parseval para las series de Fourier.

13. Muestre que

1
/ z(1 —2*)P P dx =0, a menos que m =n =+ 1.
-1

14. La amplitud de una onda dispersada esta dada por

o0

f(6) = Z (21 4 1) sin 6, P,(cosh),

=0

donde 6 es el angulo de dispersion, [ el momento angular, y d; el corrimiento de fase
producido por el poencial central que provoca la dispersién. La seccion total de dispersién
es oot = [ [*(6) f(0)dQ2. Muestre que

o

A .
Otor = — Z(Zl + 1) sin® ;).

=0

15. Determine el potencial electrostético (desarrollo de Legendre) de un aro circular de
carga eléctrica para r < a.
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16. Dos esferas concéntricas tienen radio a y b (b > a) y cada una de ellas estd dividida en
dos hemisferios por el mismo plano horizontal. El hemisferio superior de la esfera interna
y el hemisferio inferior de la esfera exterior se mantienen a un potencial constante V. Los
otros hemisferios estan a potencial cero. Determine el potencial en la regién a < r < b
como una serie en polinomios de Legendre. Incluya términos al menos hasta el orden
[ = 4. Verifique su resultado comparandolo con los resultados conocidos en los casos
limites b — oo y a — 0.

17. Calcule el vector potencial magnético A y el campo de induccion magnética B que
origina una espira circular de alambre por el que fluye una corriente estacionaria I. La
espira esta colocada en el plano ecuatorial 0 = 7/2.

18. Muestre que

P”(cosf) = (2n — 1)!!sin"(0), n=0,1,2...

19. Deduzca la relacién de recurrencia siguiente para los polinomios asociados de Legendre

P e) = s P e) + I+ 1) = m{m = DPY (@) = 0.

20. Muestre que
sin P! (cos ) = P}(cosf).

21. Como una repeticién del problema 13, muestre utilizando las funciones asociadas de
Legendre, que

/1 n+1 2 n! n 2 (n+2)!
5m,n+1-

1— 2P/P,d == . : 5mn— ’ )
195( x”)P, P, dx n+1 2n—1 (n—2)1'"™ 1+2n~|—1 2n+3 n!

22. Una generalizacién del problema 4, es colocar la particula puntual ya no sobre el eje
z, sino en un punto arbitrario ¥ del espacio. Para poder escribir el potencial en términos
de los armonicos esféricos usted debe mostrar que

1 Ez>o Zlm__l 21+1 rmy* 0,0 (0,0) parar >1/,
7= S o0 o i e Y (0, ¢) Vi (0, 6) para >,

donde (r, 6, ¢) describe al punto 7 en coordenadas polares esféricas, y de manera similar
(r',0',¢') al punto 7'. Desde luego r = |r] y r' = ||

20 + 1\ /2
nmmw):( ) b

23. Muestre que

47
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24. a) Exprese los elementos del tensor de momento cuadrupolar z;x; como una combi-
nacién lineal de los arménicos esféricos T3 (y Yy).

Nota. El tensor z;x; es reducible. La aparicién de Yy indica la presencia de una componente
escalar.

b) El tensor de momento cuadrupolar esté definido como

Qi = /(3%‘%‘ — r20;;)p(r)dr,

con p(r) la densidad de carga. Exprese las componentes de (3x;x; —r24;;) en términos de
2y m
reYy".

¢) ;Cual es el significado del término —r?d;;?
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Funciones de Bessel

En el capitulo anterior hemos estudiado con gran detalle las soluciones a la ecuacion
asociada de Legendre alrededor de un punto ordinario. En este capitulo estudiaremos las
soluciones a la ecuacién de Bessel. Utilizaremos nuevamente el método de Frobenius para
encontrar las soluciones, pero con la diferencia que la serie se desarrolla ahora alrededor
de un punto singular regular.

5.1. Clase 18

Nuestro objetivo es resolver la ecuacion de Bessel

Py(x) | dy(x)
2
o dax? T dx

+ (2 —v*)y(z) =0, donde v = cte. (5.1)

Como analizamos en la clase 10, esta ecuacién tiene un punto singular regular en x = 0,
y un punto singular irregular en x = oo.

Para encontrar la solucion de la ecuacién realizaremos un desarrollo en serie en torno
del punto x = 0. Dado que éste es un punto singular regular, de acuerdo con el teorema
de Frobenius y Fuch 3.4.6, nos fijaremos en una solucion de la forma

y(z) = Zanw”+(’. (5.2)

n>0

Sustituyendo esta solucién en la ecuacién de Bessel (5.1), tendremos considerando que las
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derivadas son

dy(x) = Zan(n—l—a)x””_l,

dx
n>0
d2
dy(f) = Zan(n +o)(n+o—1)z" 72
v n>0
que
Z (an(n + U)(n + o — 1):En+0 + an(n + O')Z‘H—HT + anx”+o+2 . V2anxn+o) —0
n>0
= Z [(n+0)* =] apa™ + Z a,z" ot = 0. (5.3)
n20 n>0

Con el objetivo de tener la misma potencia de x en ambos términos, cambiamos de indice
n — n + 2, en el primer término

Z [(n+0)* = v*] 2™ — Z [(n+0+42)* = 2] apyaz" 12,

n>0 n>—2
y escribiendo explicitamente los términos correspondientes a n = —2 y n = —1, tenemos
(0® — v*)agz” + [(1+ 0)* — v*] a1z + Z [(n+0+2)* = V?] appoa™ 72

n>0
Introduciendo esta expresién en la ecuacion (5.3) obtenemos
(0® — v*)agz® + [(1+ 0)* — v*] a1z + Z ([(n+0+2)* = v*] ango + a,) 2" = 0.
n>0

Asi la condicion de que la serie se anule para toda x, implica que los coeficientes deben
anularse. Esto nos produce tres ecuaciones

(0? =v*)ag = 0, (5.4)
(A+0)?—v*]ay = 0, (5.5)
[(n +o+2)?2— yz} piot+a, = 0 = au2= n (5.6)

v:—(n+o+2)%

Analicemos primeramente la condicién (5.4). Esta es la ecuacién indicial asociada a la
ecuacién de Bessel. Note que podemos suponer sin pérdida de generalidad que ag # 0!,

1, Qué pasaria si ag = 0? Lo que sucederfa es que la serie (5.2) serfa de la forma
y(x) = byt 4 box® T 4 byt 4

pero dado que a este punto, o es una constante completamente arbitraria, no determinada ain, podemos
reescribirla como 0 — o — 1, y la serie de potencias seria de la forma

y(l‘) =bix + le‘H_(7 + b3l‘2+(7 + b41;3+‘7 +oee

pero esta es la forma de la serie si tuviéramos ag # 0 con ag = by, a1 = b, etc. Asi pedir que ag # 0 no
resta generalidad.
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con lo cual la solucion a la ecuaciéon es

o’ —12P=0 = o= = o= (5.7)

Resolvamos ahora la condicién (5.5), sustituyendo en ella la solucién (5.7)

a1:Oé
g = —

(140 =v*]a;=(1420)a; =0 = { (5.8)

N

Pero hemos obtenido de la ecuacion indicial (5.7) que ¢ = £v, de lo cual se siguen los
casos especiales o = j:%. Como para este caso g1 — 09 = % — (—%) = 1, y de acuerdo
con el Teorema de Frobenius-Fuch 3.4.6, los casos donde s; — sy € Z, no producen de
manera directa las dos soluciones linealmente independientes, este caso lo analizaremos
por separado. Supondremos entonces que v toma un valor genérico el cual no es un nimero

entero o semientero?.

Sustituyendo o = £v en la ecuacién (5.6) obtenemos la relacién de recurrencia
G,
v2—(ntv+2)?

p42 = (59)
Esta relacion de recurrencia nos da expresiones para todos los coeficientes a,, con n > 2
en términos de ag (el cual es diferente de cero) y a; (el cual es cero dado que estamos
suponiendo v # j:%) Dado que a; = 0, la serie es de la forma (a1 =0 = a3 = a5 = a; =
= 0)

y(as) — CL():EJ +a2$2+a 4ot anxn-l-a +an+2xn+2+a 4. (510)

.Converge la serie? Utilicemos el criterio del cociente 1.1.7 para calcular el radio de con-
vergencia de la serie

n+2+o £L‘2 2

, Ap42T , , X
| =1 = — lim — 0 5.11
n1—>nc}o Apx"to nl_)IIC}O V2 — (n + v+ 2)2 n1—>nolo n? Y ( )

si x toma un valor fijo, sin importar que tan grande sea. Concluimos entonces que
iel radio de convergencia es infinito!

Note que este resultado estd perfectamente de acuerdo con el hecho de que el siguiente
punto singular de la ecuacién de Bessel esta en x = oco. Asi deberiamos esperar que la
serie converja para cualquier x finita.

Es fécil ver que si v toma un valor genérico (no entero y no semi-entero), nuestras
dos soluciones correspondientes a las 2 raices de la ecuacién indicial 02 — v? = 0, esto es,
0 = +4v y o = —v, producen soluciones linealmente independientes. Esto es claro, dado
que las soluciones toman la forma

Y = " Z ana", Yo =" Z b,z", (5.12)

n>0 n>0

2Estos caso los analizaremos después, ya que como o = v, entonces en los casos en que v es un
numero entero o semientero, la diferencia de raices 0; — 09 = 2v es un numero entero.
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y los prefactores 2 y ™" en frente de los desarrollos de Taylor (analiticos) son potencias
fraccionales de x diferentes, y por tanto no hay una relacién lineal entre las soluciones.

Por ejemplo, si v = % entonces y; es
1 7 13 _1 5 u
Y1 = aox3 + a3 +agxrs + -y yg = boxr T3 + boxs +bgxs + -+ (5.13)
Este mismo argumento muestra que las soluciones no son linealmente independientes si v

es un numero entero o simientero. Mostremos esta afirmacion con un ejemplo especifico.
Consideremos el caso ¥ = 1 y comencemos con la solucién ys, esto es, con el caso o0 = —1

ya() =27 bpa, (5.14)

n>0
donde los coeficientes b, satisfacen la relacién de recurrencia (5.9) para o = —1
by by by

(5.15)

bn+2 -

l—(n+1)2 1-(m+2n+1) nn+2)

Una primer consecuencia que obtenemos de esta relaciéon de recurrencia es que no podemos

obtener el coeficiente by en términos del coeficiente by, ya que b, o = —ﬁ diverge en

n = (0. Concluimos entonces que by = 0. Dado que tenemos también que para esta solucién
b1 = 0, entonces concluimos que la serie comienza con el coeficiente by

yQ(ZE) = bg[E + b4$3 + b6$5 + szL’7 4+ o= Z bnl'n_l. (516)

n>2

Si ahora reetiquetamos nuestros coeficientes b,, — ¢, _2, la solucion se reescribe como

Yo (z) = cox 4 coa® + cya® + e’ + - = Z et (5.17)
n>0

Note que el cambio de coeficientes b, — c¢,_o realizado, implica que si
by #0 y b3 =0 -entonces co#0 y ¢ =0.

Una manera alternativa y mas compacta de escribir este resultado es la siguiente

n—1 __ n—1 __ m—+1
E bnx —g Cp—9X = E Cn T ,

n>2 n>2 m>0

donde en la ultima igualdad hemos realizado el cambio n — m + 2. Los coeficientes ¢,, en
(5.17) satisfacen la relacién de recurrencia

bn Cp—2 Cn
RETETY T YT Tamry T Thxomrn OB
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Comparemos esta solucién ahora con la solucién y;(x). Recordando que estamos con-
siderando el caso v = 1, tenemos que

yi(e) =2 ) aa = ana", (5.19)

n>0 n>0

y los coeficientes a,, satisfacen la relacién de recurrencia (5.9) para o =1

Qn Qn Qn An
I—-(n+1+2)2 1-m2+6n+9) n2+6n+8  (n+2)(n+4)
(5.20)
con ag # 0y a; = 0. Comparando las soluciones y,(x) dada por la ecuacién (5.17) y vy (z)
dada por (5.19) concluimos que los coeficientes no nulos son los mismos y satisfacen la
misma relacion de recurrencia, ya que la relacion (5.18) es igual a la relacién (5.20). Por
lo tanto

Apy2 =

y1(z) = yo(x) is6lo una solucién! (5.21)

Una discusion similar a la realizada para este caso particular donde o = +1, muestra que
las dos soluciones y;(x) y yo(z) son iguales siempre que v sea un entero o semi-entero,
o equivalentemente, siempre que la diferencia de las dos raices de la ecuacion indicial
cumpla que o — 09 € Z.

5.1.1. Funciones de Bessel de primera clase

Hemos obtenido que en el caso v; — v4 # entero tenemos dos soluciones linealmente
independientes

14 n —V ~ n
Yy =z E apx”, 'y Yy == E anpx", (5.22)
cona; = az = -+ - asgpyq - - - = 0y donde los coeficientes satisfacen la relacién de recurrencia
Qp,

(nt2 = —5— (n+o+2) con o==£v y ag#0. (5.23)

En el caso en que o = v, la relacién de recurrencia se puede reescribir como

2= 2 (0t 2)2 —i—n2(n 2w +2 (n+ 2)(nn+ 2+ 20) (5:24)

Al igual que sucedi6 con los polinomios de Legendre, esta relacién de recurrencia nos per-
mite expresar todos los coeficientes pares en términos del tinico coeficiente indeterminado
ap

Qo
a = ———
2 2(2v + 2)
as Qo
a4 == — =

42v+4)  2-4-2v+2)(2v+4)
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y en general para el coeficiente ao;, con k € N tenemos

an = (—1)'5— (2k) (20 + 2)(20y +4) - (20 + (2K))
BRI P RS T e Ty

iy R

con lo cual la solucion es

1 = 2"(ap + agr® + agxt + -+ agr® + 1)
v - 2%k v . k o 2k
= = -1 5.25
Y = O e g O

donde ag es una constante arbitraria. Por razones que quedaran claras en la expresion
final de la solucion, es conveniente tomar esta constante como

1
- 5.26
T T 1) (5.26)
con lo cual definimos la funcién de Bessel de primera clase de orden v, J, como
yi(z) = Jy(x) =2 i (=1 z?F, (5.27)
prd 2%l v+ 1) (v+2)---(v+ k) (v+1)

Podemos simplificar la escritura de esta solucién utilizando la propiedad 1.2.4, de la
funcién gama

Fv+ D+ +2)---(w+k)=Tw+2)(v+2)---(w+k)=Tw+k+1), (528

con lo cual

00 k v °° v
ZOF 3+k+ < >2k+ kzzok'wrk ( )2k+' (5.29)

En particular, cuando v = 0, se tiene

=D
_Z (k!)2

3 ' (g)Qk (5.30)

Mientras que para v = 1, se tiene

ik' T ( )Qkﬂ. (5.31)

k=0
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Funciones de Bessel de primera clase
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Figura 5.1: La figura muestra la grafica de las funciones de Bessel de primera clase: Jy(x)
(roja), Ji(z) (verde) y Jo(z) (amarilla).

Funciones de Bessel de primera clase

o
)

[ T T T T B ="}

Figura 5.2: La figura muestra la gréfica de las funciones de Bessel de primera clase: J; j2(x)
(roja), J3j2(x) (verde) y Js/2(x) (amarilla).
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5.2. Clase 19

En la clase anterior hemos obtenido las funciones de Bessel de primera clase. En el
caso en que v no es un numero entero ni semi-entero, las funciones de primera clase para
v y -v son las dos soluciones linealmente independientes de la ecuaciéon de Bessel. En el
caso en que v si es un nimero entero o semi-entero, la funciéon de primera clase sélo me da
una de las dos soluciones linealmente independientes. Para obtener la segunda solucion
tendremos que trabajar un poco mas. en esta clase obtendremos esta segunda solucién.

5.2.1. Funciones de Bessel de segunda clase

De la teoria general de soluciones en serie sabemos que si la diferencia entre las
dos raices de la ecuacion indicial es un entero, entonces la segunda solucion linealmente
independiente de la ecuacién diferencial es de la forma

y(x) =y (x)logx + Z b, (5.32)
n>0

La estrategia para obtener esta segunda solucién serd sustituir esta serie en la ecuacion
de Bessel (5.1) y resolver para los nuevos coeficientes b,,. Es importante notar que en esta

serie estamos considerando las dos raices: ¢ = v en y;(x) y 0 = —v en la serie del segundo
término de y(x). Dado que la primera y segunda derivada de y(x) son
dy(l') / 1 n—v—1
o =Y logx + ! (x) + ;(n — V)b, ,
d*y(x) 11 1 v
— = yi’logw—l—yi;—;yl—F;yi—I—Z(n—y)(n—y—l)bnx 2,

n>0

tenemos al sustituir estas expresiones en la ecuacién de Bessel (5.1)
2y (x) + zy (@) + (27 — v?)y(2) =0,
que

2*y logz + yix — y1 + Y| + Z(n —v)(n—v—1)b, 2" + xy; logx + 11
n>0
+3 (= )b + (27 — Yy logz + Y by(a® — )2 = 0.

n>0 n>0

Reagrupando términos obtenemos

(@Y +ayy + (2 — v)y1) logx + 21y,

=0

+ Y [ —v)(n—v—1) + (n —v) + (2% - v*)]2"" =0,

n>0
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El primer término se anula porque 4, (z) es solucién de la ecuaciéon de Bessel. Reescribiendo
los coeficientes de la serie en el ultimo término

n—v(n—v-1D+n-v)+@*—1?) = (n—v) +2*—1v?=n>—2nv+2°

= n(n—2v)+ 2%

y considerando que

d _
yi(z) = Z a, "t = %(m) = Z(n + V)apa™ (5.33)
n>0 n>0
tenemos
2 Z(n +v)a,a™t + Z n(n —2v)b,z" 7" + Z b VT2 = 0. (5.34)
n>0 n>0 n>0

Multiplicando por conveniencia la ecuacién por z¥, obtenemos

2 Z(n + v)az"t + Z n(n — 2v)b,a" + Z bt = 0. (5.35)

n>0 n>0 n>0

Como siempre debemos agrupar los coeficientes de cada potencia de x, e igualar cada uno
de tales coeficientes a cero. Note que esto tendrd sentido inicamente si 2v es jun entero!®

Si 2v es un entero, entonces todos los términos de la primer suma se combinan
con aquellos de la segunda y la tercera, dando origen a una ecuacion que determina los
coeficientes b,,.

En vez de desarrollar la solucién general (5.35), adoptaremos una estrategia mas
sencilla. Tlustraremos primero lo que sucede en el caso v = 1, para el cual 01 —0y =2 € Z
y después daremos el resultado general sin demostrarlo. La ventaja de esta estrategia es
que podemos entender la estructura de la solucion general de una manera sencilla. En el
caso v = 1 la ecuacién (5.35) se convierte en

2 Z(n + Da,z™t? + Z n(n — 2)b,z" + Z by = 0. (5.36)

n>0 n>0 n>0

Reetiquetando el indice n — n + 2 en la segunda suma

Z n(n — 2)b,z" — Z (n + 2)nby, 00" = —byx + Z(n + 2)nby 01",

n>0 n=-—2 n>0

3 ;Qué pasaria si 2v no es un entero? Sucederia que en el primer término (n + v)a, = 0, independien-
temente de los otros dos términos. Como 2v no es entero, (n+ v) # 0, lo cual implica que los coeficientes
a, = 0, para toda n. Concluiriamos entonces que y; () = 0, pero hemos mostrado que y;(x) jes solucién!

Lo que esto significa es que ya(z) no involucra al logaritmo si 2v no es un entero, recuerde que
ya(z) = y1(x)logz + > b,. De hecho cuando 2v no es entero hemos obtenido ya 2 soluciones lineal-
mente independientes y no esperamos una tercer solucién que involucre al logaritmo.



160 5 FUNCIONES DE BESSEL

obtenemos que la ecuacién (5.36) se reescribe como

D 2(n+ Dag + n(n + 2)bpga + bz = bz =0, (5.37)

n>0
lo cual implica dos condiciones, b; = 0 y la relacién de recurrencia

by + 2(n + 1ay,

2(n+ Dap +n(n+2)bpo +b, =0 = byio=— 2 2) n>0. (5.38)
En particular para n = 0 en (5.37) obtenemos que
2a0 + by =0 = bo = —2@0, (539)

de lo cual concluimos que by no queda determinado por la relacién (5.38).

El hecho de que by no esté determinado no deberia sorpredernos ;Por qué? La razon
es porque el papel que juega el coeficiente by en la solucién y,(z), es sélo introducir un
multiplo constante arbitrario de la solucién y;(x). Mostremos esta afirmacién. Sabemos
que la solucién y; (z) es de la forma

1 1
yi(z) =x E ant" = apr + agx® +ag2’ + - =ag (v — —2® + —=2°+--- |, (5.40)
~ 8 192
ya que segun la relacién de recurrencia (5.20), ap = =9, ay = —53 = 7, etcétera.

Mientras que los términos de la segunda propuesta de solucién son de la forma

b
yo(x) = y1 logz + Z bt =y, logx + ;0 + box + b3x? + bya® + bsz* 4+ - (5.41)

n>0

pero las potencias impares de x en esta solucién se pueden reescibir en la forma

bot + bya® + bga® + - = Z b,z ! = Z Bn+2x"+1, (5.42)

n>2 n>0

donde hemos cambiando el indice: n — n + 2 en la suma. La relacién de recurrencia para
los nuevos coeficientes b es

by, +2(n + 1)a, ~ bnia +2(n + 3)anio
- boia = — . >0, (543
n(n+2) +4 (n+2)(n +4) " (5.43)

bn+2 =
y la solucién yq(z) queda reescrita como

b = 7o
yo(x) = y1(x) log x + ;0 + Z bpyox™ ™ + Z bt (5.44)

n par>0 nimpar>3
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Sin embargo note que el primer término de la relacién de recurrencia (5.43) es el mismo
que la relacién de recurrencia (5.20) y por lo tanto, si identificamos a b,2 con a, en la
relacion de recurrencia, podemos reescribir la relaciéon como

2 o bnio _ 2(n+3)an+o _ an, _ 2(n+3)anso
ntd m+2)(n+4) (n+2)(n+4) n+2)(n+4) (n+2)(n—+4)
B . 2(n+3)

Concluimos entonces que

Z by yoa™ Tt = Z(; Z a4 Z cn" T =y (2) + Z cpr" T (5.45)

npar>0 npar>0 npar>0 npar>0

2(n+1)
n(n+2)

Por lo tanto podemos reescribir

Z bl = —y1 )+ Z c, o+ Z bpox " (5.46)

n>2 n>0 n=impar

donde ¢, = —

Q-

y la forma mas general posible de la segunda solucién se puede reescribir como

y2(x) = y1(x) log x + b—yl( )+ b + Zdn+2x +h (5.47)

n>0

donde los coeficientes d incluyen a los coeficientes ¢ v a los coeficientes b impares. Con-
cluimos entonces que el papel de by es introducir un multiplo arbitrario constante de
la primer solucién, y por lo tanto la podemos escoger como queramos. Desde luego jla
solucién mas simple se obtiene al escoger by = 0!

Regresando a nuestra solucion en términos de los coeficientes b, la solucién es de la
forma

7 i Bn-‘,—? + 2(” + 3)an+2

bo -
Ya(x) = y1(x) log x + . +; o™ con 44 CFDCEEE (5.48)
y con .
bo = —2a0, b1 = 0, y b2 b2 = 0. (549)
No olvide que el hecho de que b; = 0 = :bg = NZN) = 52n+1 = ... =0, debido a la
relacién de recurrencia (5.43) de los coeficiente b y al hecho de que a,, = 0 para todas las
n impares.

Una discusion similar se debe de dar para cualquier eleccién de un ntimero entero N
tal que 2v = N (esto incluye el caso v = %, cuya discusién fue pospuesta anteriormente).
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Veamos que pasa con la serie de nuestro ejemplo

- - b 2(n + 3)
2 : bn n+1 n bn — n+2 — nt2- 5.50
— ? «© ! (n+2)(n+4) (n—|—2)(n—|—4)a 2 (5.50)

Para ello calculemos algunos de los coeficientes explicitamente

i 1 - 23 1 - 2.3 i a
) A2 T 5 g T Ty a2 Ty g% Ydedoque ap=-oro

-1 - 2-3 1 1 . 3 ao

N 221!2!b2+221!2!2.40‘0:221!2!<—bQ+?1>a0 v tomando b =~

. 1 3
b = ?um<1+§)%'

Si calculamos ahora para bg tenemos

. 1. 2.5 1 - 2.5 ( ao

be = —— b, — % —
6 164 1.6™7 T222.3" 229.3\91912.3

B 1 o3, 20 1 AR
25213 9 )10 T 5 9 3% T T3 2 2 T3 )%
~ 1 1 1 1
by = ——|(14= 1+ =
¢ %mm{(+d>+< +2+3H v

mientras que para

Qo
24212.3

) y dado que a4 =

j 1 - 2. 7 1 i 2.7
= - = — a
® T6-8° 6-8"7 T22(3.4) % 2(3.4)"
1 o
= 223 4(b6 +2- 7@6) y dado que g = —m

= ! 1+1 + 1+1+1 + 2.7
27314 2 2 3 2.3-4

Sl = 1+1+1—+1+ +3 .
8 7 97314l 2 '3 4

En general para el coeficiente 2k-ésimo tenemos

i (—1)F
ok = 22k*1(k;——1)!k![

1 1
Hy_1+ Hilag con H’“El+§+m+E y Hy=0. (5.51)

Con esta expresion para los b, concluimos que

- . s b (=1)*[H_, + H, 2k—1
o - ey o (3)

n>0 =1 k=1

e gy
— a
—~ k'k:+ 2 0
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donde en el ultimo renglén hemos hecho el cambio de indice kK — k + 1.

Poniendo todos los ingredientes juntos en la ecuacién (5.48) y considerando que
by = —2ay, se tiene

2@0 > (—1)k[Hk + Hk—f—l] T 2k+1
=y loga — —0 _ ) 5.52
va(@) = yrlogw = == = o TR \2 (5.52)
Y recordando que ag = %, para el caso v = 1 obtenemos finalmente
L 1~ (CDMHe + Hi] (o) 241
—ylogz — — — - 5) 5.53
ve(w) = yrlogw = 2Z Kl (k+1)! 2 (553)

=0

Sin embargo es costumbre trabajar con una funcién que difiere un poco de esta solucion y
a la cual se le conoce como la funcién de Bessel de segunda clase de orden v = 1 o funcién
de Neuman, la cual se denota usualmente como N;

vio=2a(nge)- S IR G oo

En general las funciones de Bessel de segunda clase o funciones de Neuman de orden v
son:

v—1

N, (z )—_J <1n_+7>_%ZL—1)( >2k V——kz; - [ik—:-kHHk] (5)2k+u7

k=0
(5.55)
y constituyen la segunda solucién linealmente independiente de la ecuacién de Bessel (5.1),
cuando 2v es un numero entero.

Funciones de sel de segunda clas:

Figura 5.3: La figura muestra la gréfica de las funciones de Bessel de segunda clase: Jy(x)
(roja), Ji(z) (verde) y Jo(z) (amarilla).
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La solucién mas general posible de la ecuacion de Bessel para cualquier v sera en-
tonces escrita como

y(z) = AJ,+ BN,, (5.56)

donde A y B son constantes que quedaran determinadas por las condiciones de frontera.
Dado que N, diverge logaritmicamente, cualquier condiciéon de frontera que requiera que
la solucion sea finita en el origen, automaticamente excluira las funciones de Neuman,
de la solucién. Pero si no tenemos un requerimiento asi, entonces debemos considerar
también las funciones de Neuman en la solucion.

Una manera alternativa de definir las funciones de Neuman es

cos(vm)d,(x) — J_,(z)

sin(vm)

N,(z) = para v no entero. (5.57)

Para v un numero no entero, N, satisface claramente la ecuacién de Bessel (5.1), dado
que esta expresion es una combinacion lineal de las soluciones conocidas J, y J_,. Sin
embargo para v € Z, sabemos que las funciones J, y J_, no son independientes y N, (x)
definido de esta forma estd indeterminado, sin embargo aplicando la regla de L "Hospital
tenemos

] 8JU _ anu
—msinnmJ,(x) + (cos nTEr — St )

Llcosvml,(x) — J_(2)]

d -
i S VT

) _ (20t

N,(z) =

7T cosnm

1
T

o (=1) ov

5.3. Clase 20

5.3.1. Propiedades de las funciones de Bessel

Una vez que hemos obtenido los desarrollos en serie para J, y NV, estamos en
condiciones de deducir algunas férmulas que relacionan a las funciones de Bessel con sus
derivadas. Las dos primeras son una consecuencia de la expresion general de las funciones
de Bessel de primera clase (5.29) y se expresan como sigue

Propiedad 5.3.1

%[ZB”JV(SE)] = 2" J,a(z), (5.58)
i[xVJV(x” = —z " Jp(x). (5.59)
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Demostremos la propiedad (5.58)

d. , o d T (—1)k2v 2 2k+2v
@) = — ]; T+ )T(v+k+1) <§>
_ - (—1)k2v ok + 2u /x\ 2k+2w-1
= TR+ +k+1) 2 (5)
— v S (_1)k T\ 2k+(v—-1)
- §F<’f+1)F(v+k+1>(“”)<§> !

y recordando que I'(v + k + 1) = (v + k)['(v + k), obtenemos

d ., L — (—1)* 2\ 2k+(v—1) ,
[t (@)] = a ; FRT T TE (5) — 2], (z).  (5.60)

La demostracién de la propiedad (5.59) se realiza de manera similar.

Si desarrollamos explicitamente la derivada en la propiedad (5.58) tenemos

d
. (27 J,(2)] = 2T, 1 (x) = va¥ ' (z) + 2" T (x) = 2" J,_1(2)

= aJ,+v), =xJ,_1. (5.61)
De manera similar si desarrollamos la derivada en la propiedad (5.59) tenemos

xJ, —vl, = —xJ,. (5.62)

Restando las ecuaciones (5.61) y (5.62) obtenemos: x.J, 1 + xJ,11 = 2vJ,, o equivalente-
mente

Propiedad 5.3.2 Relacion de recurrencia

xJ,p1—2vJ, +xJ,_1 =0. (5.63)
Mientras que si las sumamos obtenemos: 2xJ, = xJ,_1 — x.J,41, 0 equivalentemente
Propiedad 5.3.3 Relacion de recurrencia

Jop1+2J, — J,_1 = 0. (5.64)

Estas relaciones de recurrencia entre las funciones de Bessel son de mucha tutilidad en
diferentes situaciones, por ejemplo, la relacién (5.63) nos permite calcular una funcién
de Bessel desconocida en términos de dos conocidas. llustremos esta propiedad con un
ejemplo concreto.
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Ejemplo 5.3.4 Las funciones de Bessel de primera clase de orden semientero.

1

Cuando v = 3 obtenemos de la expresion general de las funciones de Bessel de

primera clase (5.29)

N D ey Ve (D
T3(@) = kIT (k +3) (5) _ﬁgk;!l“(kJr%) (5

(o) = (o) =) (D
SESRAIIORORGERE

k tér?ninos
lr 3 (k:+1)!_F 3\ (k+1)!
k™ \ 2 kLl 2/ 2%l

con lo cual podemos reescribir Ji(x) como
2

1 1

B 1 = (—1)k

k=0

Vil (2) TR

)2'“.

1
'x2k+1:—<x——x3+—w5+---

(5.65)

Pero la serie entre paréntesis la reconocemos como la serie de Taylor de la funcion

trigonométrica seno. Recordando que I’ (%) = ‘/77? obtenemos finalmente

(5.66)

(5.67)

Dadas las funciones de Bessel Jfé(x) y J% (x), es posible calcular todas las funciones

de Bessel de orden semientero Jn%(a;), con n € 7, utilizando la relacion (5.63). Estas

funciones tienen una representacion finita en términos de funciones elementales*, por

4Por definicién la clase de funciones elementales consiste de todas las funciones racionales (cocientes

de polinomios), funciones trigonométricas, funciones exponenciales, y sus inversos.
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ejemplo

X
—_
_ /]2 (SM _ cosx) , (5.68)
e €T

T
2 (3 2 (si | 2
Js(z) = %)J:é(m)—Jé(x):; W—:B(Slzx—cosm> - %sinx

2 (3sinz 3
- —( i Cosx—smx), (5.69)

T 2 T

y asi sucesivamente. Advertimos que las funciones de Bessel de orden semi-entero son
las unicas funciones de Bessel con esta propiedad especial, siendo todas las demds fun-
ciones trascedentales que no pueden expresarse en forma cerrada en términos de funciones
elementales.

5.3.2. Funcion generadora

A pesar de que el interés principal en las funciones de Bessel, es su caracteristica de
solucién a una ecuacién diferencial, es conveniente e instructivo desarrollarlas desde un
punto de vista completamente diferente, el de la funcién generadora. Este punto de vista
también tiene la ventaja de concentrar la atencién sobre las funciones mismas, mas que
en las ecuaciones diferenciales que satisfacen.

Introduzcamos la funcién de dos variables
glw,t) = e5 (1), (5.70)

Desarrollando esta funcién generadora en una serie de Laurent, obtenemos

o¢]

20 = N7 g (5.71)
donde J,(x) es la funcién de Bessel de primera clase (de orden n entero). Desarrollando
las exponenciales en serie de Maclaurin en %t y —5; tenemos

0o (gt\T o0
(%)

zt _=x 9 S%S OOOO_lst_sris
ereh = ZTZH)%:ZZ%@ t

) ii o () e ;i li L (g)”“s] .

Comparando esta expresién con la ecuacién (5.71), concluimos que la funcién de Bessel
esta dada por

To(z) = i (_—1)5)' (g)ms , (5.72)

|
— sl(n+
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la cual coincide con la ecuacién (5.29). Note que la serie exhibe el comportamiento de la
funcién de Bessel para x pequena, ya que el primer término de la serie

n

T
I () ~ —— 5.73
(@) 2 (5.73)

de lo cual concluimos que Jy(0) =1, J;1(0) = Jo(0) = --- = 0.

Las funciones de Bessel oscilan pero no son periddicas excepto en el limite z — oo

Esta ecuacién también vale para n < 0, ya que

Ton(z) = i (_—Dn)' <g)2n (5.74)

(s —
— sl(s

dado que n es entero, (s —n)! — oo para s = 0,1, ..., (n—1). Podemos entonces considerar
que la serie comienza en s =n

donde hemos realizado el cambio de variable s — s+ n, en la primer suma. Comparando
con la expresion de J, obtenemos inmediatamente

Jon(z) = (=1)"Ju(z)  neL (5.76)

Comentemos finalmente que podemos remplazar en la serie n — v con v un nimero no
entero, para definir J,

o —1)® T\ v+2s
J,(x) = ZO ﬁ G)" (5.77)

.Cémo justificamos este paso desde este punto de vista? Mostrando que esta ecuacién
satisface la ecuacién diferencial de Bessel

2] (x) + 2 J (2) + (2* — ) J,(z) = 0. (5.78)

5.3.3. Ortogonalidad de las funciones de Bessel

Si la ecuacién de Bessel

d*J,(x)  dJ,(z)
2 v v
o dx? T dx

+ (2* — v*)J,(z) =0, (5.79)

depende del argumento kx en vez del argumento z, la ecuacion se reescribe como

2 PIokr) | dT (k)

2.2 2 _
Ir2 I + (k*z® — v*)J,(kx) = 0. (5.80)
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Si ahora dividimos la ecuacién por x entonces

d*J,(kz)  dJ,(kz) 9
T + Ir —I—(k‘x

_ ”;) J,(kx) = 0. (5.81)

Para obtener la ortogonalidad de las funciones de Bessel procederemos como lo hicimos
con los polinomios de Legendre, solo que ahora debemos tener cuidado con las condiciones
de frontera. Por este motivo introducimos los parametros a y «,,,, donde a,,, es el m-
ésimo cero de J,, esto es J,(a,.,) = 0y a es el limite superior de la coordenada radial
cilindrica. Si x — py k = “ tenemos que la ecuacién de Bessel para el m-ésimo cero es

pai (o) + 2 (aml) + (0= 2) g (aml) =0 Gs2)

Multiplicando esta ecuacién por la funcién de Bessel para el n-ésimo cero, J,(aw,2) y
restandole el producto de la funcién de Bessel para el m-ésimo cero J, (@, 2) y la ecuacién
de Bessel para el n-ésimo cero obtenemos

2 2 2
Ju (amp> { jp Ju (aym/é) + d%JV (aum/é) + (O;”;"‘p— %) gy (aumgﬂ -
2 2

2
(0 it o8+ o o) = (= 5) )] - 0

Con lo cual

o (wunt) 55 (g (0mt) ) = (amt) 5 (0550 (0n) ) =
2 2

"
Ay — Oy P
=l () I ()
d

o [0 () & (ot o) Vo= [ (o) 2 (L () ) =

Pap

a?/n _ aZm ¢

— 2 / pdy (am ) ( ) dp.
0

Integrando por partes el lado izquierdo tenemos

pJu (aun/_)) iJll (&Vm£> - PJV (aym£> iJl/ <aumﬁ>
a/ dp a a’ dp a

0 0

<

(5.83)

Estos términos se anulan en p = 0, debido al factor multiplicativo p. En p = a también
se anulan debido a que «,, y «,,, son raices de .J,

Jy (aun§> = Ju(awn) =0, Jy <aum§>

a

con lo cual
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Asi si ay, # Qum

/ J, <ozymg> J, <am£> pdp =0, ortogonalidad en el intervalo p = [0, a].
0 a a

Normalizacién

[ [ (o) = 5 st s

Ejemplo 5.3.5 Ecuacion de Laplace en regiones cilindricas (independientes de ).

Consideremos la region cilindrica 0 <r <1 y 0 < z < a sujeto a las condiciones de
frontera
¥(l,z) =0, U(p,a) =0, y Y(p,0)=f(r). (5.85)

La ecuacion de Laplace en este caso es

Figura 5.4: En la figura mostramos un cilindro hueco de radio r y altura a.

0*U 19w 0*W

—+ - — =0. 5.86
0p? * p Op * 072 (5.86)

Aplicando separacion de variables tenemos
V(p,z) = R(p)Z(2) (5.87)

Con lo cual la ecuacion de Laplace se separa en dos ecuaciones diferenciales ordinarias
(k=v=0, enla ec. (3.136))

R" + 1R’ +a’R = 0 ecuacion de Bessel de orden 0 (5.88)
p

7" —a*Z = 0 con a=cte. (5.89)

y las condiciones de frontera se reescriben como

R1)=0, y Za)=0. (5.90)
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La solucion a la ecuacion de Bessel de orden cero es
R(p) = AJdo(ap) + BNo(ap) con Ay Bctes. (5.91)
Como queremos que R(p = 0) sea finita = B =0, con lo cual la solucion toma la forma
R(p) = Ado(ap), (5.92)

y de la condicion R(1) = 0 tenemos Jy(a) = 0 = que a son los ceros positivos de Jy, esto
es

Ri(p) = Jo(anp) con n=1,2,... (5.93)
Cuando o = av,, la solucion general de la ecuacion (5.89) es
Z(z) = Asinh(a,2) + B cosh(a,2). (5.94)
Como Z(a) =0
Asinh(ana) + Beosh(apa) =0 = B = —Atanh(w,a), (5.95)
y la funcion Z(z) es
Z = WAO[”@) (sinh(a,2) cosh(ay,a) — cosh(ay,z) sinh(a,a)) = Csinh o, (2 — a). (5.96)

De lo cual concluimos que la funcion ¥ es de la forma
U,.(p,z) = Cysinh(ay(a — 2))Jo(anp), con k=12 ... (5.97)

y satisface las condiciones de frontera V(1,z) = U(p,a) = 0. Nos falta sdlo imponer la
condicion de frontera W(p,0) = f(p).

La solucion mas general es pues

U(p,z) = Z Cy, sinh(ay,(a — 2))Jo(anp), (5.98)

n=1

y satisface la condicion de frontera

f(r)=Y(p,z=0) = Z Cy, sinh(a,a) Jo(anp). (5.99)

n=1

Para calcular el valor de las constantes C,,, multiplicamos la ecuacion por Jo(aump) y
utilizamos la relacion de ortogonalidad (5.84)

/OJg(amp)f(p)pdp = ZC’nsinh(ana)/O Jo(amp)Jo(anp)pdp

n=1

- 1
= Z Ch Sinh(ana)ﬁjf(am)(Smn = % sinh(a,a)JE ().
n=1
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Con lo cual las constantes son

2 1
~ sinh(ana) T2 () /O Jo(anp) f(p)pdp, (5.100)

y la expresion final del potencial es

o0

o)=Y T [ | ko)1) dp'] sinh(an (@ — 2)) Jo(anp). (5.101)

5.4. Problemas

1. A partir del producto de las funciones generadoras g(z,t) - g(x, —t) muestre que
1= [Jo(@)]” + 2[1(@)]" + [o(2)] + -,
y por tanto que |Jo(z)| <1y |Ju(2)] <1/v2,n=1,2,3...
2. Utilizando una funcién generadora g(z,t) = g(u + v,t) = g(u,t) - g(v,t), muestre que

a) Ju(utv) = D Ji(u)- Jas(v),
b Jo(utv) = Jo(u)Jo(v) +2 > Ji(u)- J_s(v),

3. Deduzca el desarrollo de Jacobi-Anger

oo

eizc059 _ Z ime<Z)€im0.

m=—0o0

Este resultado es un desarrollo de una onda plana en una serie de ondas cilindricas.

4. Muestre que

cosx = —1—22 )t o (2
sinx = 22 D" Ty ().

5. Muestre que

ST _ / Jo(x cos @) cos 0d6,
Zz 0
1—cosxzx
_ = / Ji(x cos)db.
xz 0
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Ayuda: Usted tal vez necesitara utilizar la integral definida

/2 2-4-6---(25)
251 0dh = .
/0 cos 1-3-5--(2s+1)

6. Muestre utilizando el principio de induccién matematica que

Tu(z) = (—=1)"2" (%)n Jo(2).

7. Una particula de masa m estd contenida en un cilindro circular recto de radio R y
altura H. La particula estd descrita por una funcion de onda que satisface la ecuacion de

Schrodinger

h2
—%VQID(K% ¢7 Z) = E¢(p7 ¢7 2)7
y la condicién que la funcién de onda se anula sobre la superficie del cilindro. Muestre

que las energias s6lo toman los valores

o )
2m |\ R H ’
donde z,, es el g-¢simo cero de la funcién de Bessel J,, y el indice p lo determina la
dependencia azimutal. Muestre también que la energia minima permitida es

() G

8. La amplitud U(p, ¢,t) de una membrana circular vibrante de radio a satisface la
ecuacion de onda

h2

Emin =
2m

1 0*U
VU - = — =0,
v? Ot?
donde v es la velocidad de fase de la onda, la cual queda determinada por la constante
elastica y cualquier factor de amortiguamiento que se imponga.

a) Muestre que una solucién es

U(p, §,t) = Jn(kp) (a1 + age™™) (b1e™" + bye™™").

b) A partir de la condicién de frontera de Dirichlet, J,,(ka) = 0, encuentre los valores
permitidos de la longitud de onda . (k = 27/\).

9. a) En el desarrollo en serie



174 5 FUNCIONES DE BESSEL

con J,(,m,) = 0, muestre que los coeficientes estén dados por

Com = &2[Jy+12(ozym)]2 /Oaf (p) (a”m§> pdp.

b) En el desarrollo en serie

= E d]/mJI/ (ﬁum£> 9 O S p S a/, 14 > _1,
a
m=1

d
212

muestra que los coeficientes estan dados por

P /f () o

10. Si se desarrolla una funcién f(x) en una serie de Bessel
E I (Qn @),

con y,, la n-ésima raiz de J,,. Muestre la relacion de Parseval

| @ = 5 Y @t

con
=0,

p=a

dl/m =




Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite son otras funciones especiales que debemos aprender
en este curso. Es muy importante estudiar las caracteristicas y las propiedades de los
polinomios de Hermite, ya que ellos aparecen en uno de lo problemas méas importantes
(para muchos, el més importante) de la mecanica cuantica, el del oscilador arménico. El
oscilador arménico en mecdanica cuantica tiene la misma importancia que en mecanica
clasica, ya que cualquier perturbacién de un sistema a partir de su estado de equilib-
rio dara origen a oscilaciones pequenas, las cuales pueden ser descompuestas en modos
normales, esto es, en oscilaciones independientes. Mas atn, toda la fisica de particulas el-
ementales, conocida técnicamente como la teoria cuantica de campos, se basa en expresar
los diferentes campos, como una coleccion de osciladores armonicos cuanticos. El mensaje
es: entienda lo mejor posible el problema del oscilador arménico.

Comenzaremos este capitulo planteando el problema del oscilador arménico 1D en
mecanica cuantica y obteniendo la ecuacién diferencial de Hermite que presentamos en el
capitulo 2. Después nuestro trabajo cosistira en resolver la ecuacion de Hermite y estudiar
las propiedades bésicas de sus soluciones.

175
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6.1. Clase 21

6.1.1. Oscilador armodnico

Nuestro punto de partida es la ecuacién de Schrodinger 1D (3.15), para el oscilador
armonico. En este caso la funcion potencial es cuadratica en las posisiciones

1
Viz) = imwaZ, (6.1)

y por tanto la ecuacién de Schrodinger estacionaria que necesitamos resolver es

— h—Qd—Q\P(:p) + 117”Lu12382\lf(:1c) = EV(x) (6.2)
2m dx? 2 B ' '

Con el objetivo de no cargar con las constantes del problema todo el tiempo, realicemos
el cambio de variable siguiente

muw d dy d mw d
_ — = == 6.3
Y=\ T @ drdy h dy (6:3)
Note que esta nueva variable es adimensional

5] = | 7

h

En términos de esta variable, la ecuacién de Schrodinger (6.2) se reescribe como

h2 mw d? 1 k
I I “muw?——20(y) = EVU 6.5
o ki (y) + gmw p— (%) (y) (6.5)
con lo cual
wh d? 1 > (y) 2F
-V —why?U(y) = EV —?U(y) = — =0
2 0 (y) + Swhy"¥(y) (y) = ap Y (y) — ()
Definiendo € = % obtenemos finalmente !
d>(y
dyg ) + (& —yH¥(y) = 0. (6.6)

Note que en esta ecuacion todas las cantidades son adimensionales y que el dominio de
definicion de la variable y son los R. La estrategia para resolver esta ecuacion se divide
en dos pasos. El primer paso consiste en estudiar el comportamiento de las soluciones

. : : ML
!Note que esta nueva cantidad es adimensional, [£] = [—] = [ S MTLi T] =1
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para valores de y — <00, al comportamiento de las soluciones en este régimen se le
llama comportamiento asintotico. El segundo paso sera estudiar el comportamiento de las
soluciones cerca del origen, es decir cuando y — 0.

Paso 1: Para cualquier valor propio &, cuando 3y*> — oo, el término £ en (6.6)
es despreciable, y por tanto, la funcién propia ¥(y) debe satisfacer asintéticamente la
ecuacion

d* W, (y)
dy?
donde el subindice “a” significa asintoticamente. Si multiplicamos la ecuacién por 2%
obtenemos

—y*W,(y) =0, valida en y — oo, (6.7)

AU, d2W,(y) ,dU, d (dv,\>  ,d,_,
g—2= o) 927 0, (y) = — — P (T?) =
TR v (y)=0 = a4 y dy( 2) =0
d | [(d¥,\> dy> d | /dV,\*
— L) - AU 4R = — L) =AU = 2y
dy (dy) I v dy (dy) Y =

Esta ecuacion se simplifica mucho si despreciamos el término de la derecha de la ecuacién.
Hagamos esto y justifiquemos después que la solucién es correcta

dv,\’ dv,\* dv,
— 202 =0 = V=0 = = +/C + 202,

dy dy dy
donde C' es una constante de integracién. Dado que en mecanica cuantica las funciones

que nos interesan son de cuadrado integrable, para que se satisfaga la ecuacién (3.16),
debe suceder que

a
dy

m Uu() =0 y lim Sve®)

y2—00 y2—00 d'y

=0 = (C=0

Con este valor de la constante, la ecuacién se simplifica atin mas

dv, dv, 2
= +y¥, = / = j:/ydy = Vv, = j:y——i—Co = Vv,= Cetv’
dy v, 2

Asi, la solucién mas general posibles de la ecuacion (6.7) es
U, (y) = Cre V72 4 Che’/? (6.8)
Como queremos que lim,2_, ¥,(y) = 0, la inica solucién aceptable es ev*/2 (= Cy=0)
W(y) m e V2 (6.9)

Justifiquemos ahora que el haber despreciado el término —2yW¥? es correcto. La ecuacién

que teniamos era

d | [d¥,\’
( ) AT
dy

dy

= —2:1/\1/2’




178 6 POLINOMIOS DE HERMITE

y dada la solucién asintética obtenida, el término que despreciamos es —2yW¥? ~ —2ye‘y2,
mientras que

d d
A d_y(—yze*“) =~y (=2y)e ¥ —2ye Y = 2feV —2ye Vr, L 2yte Y

Asf en el limite y2 — oo, el término 2ye¥" es despreciable respecto al término y3e v*, lo
cual justifica el hecho de que lo hayamos despreciado.

Pero nuestro objetivo es resolver la ecuacién (6.6)

d*v

d_y2 + (€ — y2)\1/ =0 Vy, yno soloen el limite: y2 — 00. (6.10)

Para resolver la ecuacion en todo el dominio de definicién de y, escribimos la funcién propia
U(y) como un producto de dos funciones, donde una de ellas es su solucién asintética

U(y) = h(y)Valy) = hly)e "/ (6.11)
Con esta propuesta la segunda derivada de u respecto a la variable y es ahora
d*v d? 2 d (dh(y) _, >
- — = —(h fy/2):_ Iy 2 () e Y2
T dy2( (y)e dy( ay yh(y)e
d2h(y> —42/2 dh(y) —42/2 —42/2 dh(y) —42/2 2 _y2/2
= d_er y*/ _yd—ye V2 _ p(y)e v/ _yd—ye V2 4 2h(y)e v/
chly) ., dh(y) | o 2
—2 —1Dh /2
(dy2 Yy + (" = Dhly) ) e 77,

y la ecuacién (6.6) se reescribe como

d*h(y) dh(y)
( R

- 1>h<y>) P2 4 (€ — (gl = 0

2

dhiy) QyM + (€ —=1)h(y) =0, Ecuacién de Hermite. (6.12)

dy? dy

Parece que no hemos ganado mucho, pero si lo hemos hecho. Ya conocemos el compor-
tamiento de ¥(y) en y*> — oo. Entonces podemos preocuparnos ahora por el compor-
tamiento de h(y) en y — 0y la ecuacién que gobierna este comportamiento es la ecuacién
de Hermite. Como vimos en la seccién 3.4.1, la ecuacion de Hermite sélo tiene una sin-
gularidad en oco. Por tanto, si queremos resolver la ecuacién cerca del origen, podemos
emplear sin ningiin problema el método de Frobenius.

Propongamos entonces que h(y) puede escribirse como una serie de potencias alrede-

dor del origen

h(y) =) amy™ (6.13)

m=0
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Dado que la primera y segunda derivadas de h(y) son

2 o0 o0
2w = j—yQ D amy™ = d% > ammy™ Zamm Ly™ 2,

iamm Yy _Q—Qyiammymqu(E—l)iamym =0
m=0 m=0 m=0
= i amm(m — 1)y™ 2 — i am(2m —-E+1)y™ = 0
m=0 m=0

Realizando el cambio de indice: m — 2 = n en el primer sumando, podemos reescribirlo
como

S mln -~ 05" =3 tniafn 4242 D = 3 aniala 4 2+ Dy
m=0 n=-2 n=-—2
= anio(n+2)(n+ 1)y Zam+2 m+2)(m+ 1)y™,
n=0 m=0

y por tanto la ecuacion de Hermite se reescribe como
Z ami2(m+2)(m+1) —ap(2m — &€+ 1)jy™ = 0. (6.14)
m=0

Dado que las potencias de y son linealmente independientes, para que esta ecuacion se
satisfaga debe suceder que los coeficiente se anulan idénticamente, con lo cual obtenemos
la ecuacién de recurrencia

2m — &€+ 1
(m+1)(m+2)

.- (6.15)

A2 =

De la inspeccién de esta relacién de recurrencia concluimos que: dado ag podemos en-
contrar as, aq,..., esto es, podemos general la serie de potencias pares de h(y) y dado el
coeficiente a; podemos encontrar as, as, . . ., esto es, podemos generar la serie de potencias
impares de h(y). Desde lugo a estas alturas esto no es una sorpresa para usted, estas son
las dos soluciones linealmnete independientes que se obtienen para la ecuacion diferencial
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de Hermite. Explicitamente, dado ag?

1
as = 5(1 — &)ag, 1 recursion,
1
ag = ﬂ(5 — &)1 —&)ag, 2 recursiones,
y dado ay
1
as = 6(3 —&)ay, 1 recursion,
1
az; = —(7T—E&)(3—E)ay, 2 recursiones,

120

., Cémo encontramos las formulas de recursién? Consideremos el caso par, m = 2k con
k € N, en este caso tenemos que la relacién de recurrencia (6.15) es
dk+1-¢&
a = Aoy,
ER T Qkr1)(2k+2) "

(6.16)

Dandole valores a k se tiene

1
k=0 = (lgzm(l—g)ag,

1
k=1 = a4—m(5—5)a2

1

=15.3.20 90— &a,

LW — Ak - 1) 41— E) - (40) +1— E)(1 - ) ap,

2k = a2k+2IM‘

e

(k+1) terminos
Si m es impar m = 2k + 1 la relacién de recurrencia se escribe como
22k+1)+1-¢
2k+1+1)2k+1+2
con lo cual se tiene que los primeros términos son de la forma
1

A2k+1+42 = ( )a2k‘+17 (6-17>

k=0 = (13:2—‘3(3—5)6“,
1
1

(k+1) terminos

2Comentario: Fisicamente, que la serie par e impar no se mezclen es una consecuencia de la invariancia
del Hamiltoniano ante reflexiones [Py, H] = 0.
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Hasta ahora no hemos dicho nada de los valores propios £. Tratemos de decir algo sobre
ellos. Notemos que para m muy grandes, esto es, m >> N con N un nimero entero fijo

2m — &€ +1 2
i = m = Ao & — A, d >> N. 6.18
Amt2 (m+1)(m+2)a Umiz X —a cuando m (6.18)
De manera similar
2 2 2
A4 ~ mam+2 = m——|—2 . Eam, cuando m >> N, (619)

etc. Utilicemos este resultado para reescribir la solucién polinomial. Por ejemplo, para
una solucién par tenemos

hy) = ao + azy? + agy' + - + (IN—QyN_i‘f‘CLNyN +ansoy Tt anpayV T
= Polinomio de grado V=2 + ayy™ + an o™ T2 FayayN T+,

y utilizando los resultados (6.18) y (6.19), etc., podemos reescribir el polinomio en la
forma

2
h(y) = Polinomio(y) + any™ + Ny N+2 N

= Polinomio(y) + ayy? <yN2 +
o N )2t (D) (y2)r !
2
= Polinomio(y) + ayy (5—1)!<% + !_|_ % '_|_... )

Pero recordemos que N es par, esto es N = 2s

2\s—1 2\s 2\ (s+1)
h(y) = Polinomio(y) + a28y2(8 - 1)! (((Sy_) 1)! + (ZUS!) - ((i 3_ 1)! T >
, 2\2 2\(s—-2)
~ Polinomio(y) + asy*(s — 1)! (ey - (1 +y'+ % Tt ((Z )— 2)! )) ’

donde hemos hecho uso de la serie de Taylor (1.1) de la funcién exponencial: e* = 14z +
2 : .
ot ”é—f + - --. Concluimos entonces que

(y°)? (y*)—2

h(y) ~ Polinomio(y) +asy(s — Dle” — azy*(s — 1)! (1 Tt )
——— i -

)

de grado y2s—2 - —
polinomio de grado y2s—2

~ Polinomio de grado Y2 fanyP(s — 1)le”.

—
suma de 2 polinomios
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Dado que U(y) = h(y)e ¥*/? entonces
U(y) ~ (polinomio de orden y?*~2) e ¥/ + any(s — 1) y? ¥ /2. (6.20)

Pero en el régimen y? — oo, en el segundo término ¥’/ — oo, lo cual nos produce una
funcién ¥(z) que no es de cuadrado integrable. La tnica forma de que esto no sucede es
que el término de ev’/? se anule, esto sucede cuando: as; = 0. Como consecuencia la serie
en y se corta en la potencia (y?)*~2, o equivalentemente, ay = 0 para algin N par. Pero
hemos visto que

k+1 terminos

1=k D) +1-&) (A1) +1-E)(1 - &)
A2k+2 = (2k+2)! aop,
k+1te£minos
L CN+1-ER(N=-2)+1-8)-- 4L +1-E(1—-&)
N+2 = (N +2)! Qo.

Para que ayyo = 0, debe suceder que 2N + 1 — £ = 0, de lo cual concluimos que

E=2N+1. (6.21)
En este caso tenemos entonces que
ani2 =0, any4 =0, anig=0, etc. (6.22)
y la solucién es de la forma
U(y) = hn()e ™ ? = (ag + agy® + - + any™)e V72, (6.23)

Hemos resuelto asi la ecuacién (6.6), las funciones propias y los valores propios son
U(y) = hy(y)e v /?, £=2N+1, (6.24)
donde los polinomios hy(y), son polinomios de orden N
hn(y) = ag + agy® + -+ any™. (6.25)

Los coeficientes no nulos quedan determinados por la constante ag a través de la relacion

) 4k —1)+1— (2N + D]k —2) + 1 — (2N +1)]---[1 — (2N + 1)]
2% = (2k)! a0
4k —1) = 2N)(4(k — 2) — 2N) - - (=2N)
- (2k)! o
N(N —2)--- (N — 2k + 4)(N — 2k + 2)

(2K)!

- (-2

agp.
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De lo cual concluimos que

CN(N —2)(N —4) -+ (N — 2k + 4)(N — 2k + 2)

ags = (—2) &l ao. (6.26)
Los primeros polinomios tienen la forma:
Para: N=0y £=1, Hy(y) = ao,
Para: N=2y £=5, ay= (—2)1%% = —2ay = Hs(y) = ay— 2apy>,
Para: N=4y £=9, a4 = (—2)244;'2% = %ao = Hy(y) = ao — 2a0y” + §a0y4,

Podemos hacer el mismo andlisis para las series impares y el resultado que se obtiene
es analogo. La serie se corta y los coefientes quedan determinados por a; a través de la
relacion

N —1)(N =3)..(N =2k +3)(N — 2k + 1)
(2k +1)!

Aok41 = (—Q)k( a;, con: £€=2N+1. (6.27)

Los primeros polinomios tienen la forma:

Para: N=1y £€=3, H(y) =a,

3—-1
Para: N=3y £€=T7, CL3:<—2)1( o )611:—5@1 = ngaly—galy?’,
5—1)(5—3 4
Para: N=5y & =11, a5:(—2)2wa1:_a1
5! 15
2 4
= Hjs= -z + —ayf
5= @y — gy +15a1y,

Los polinomios h(y) son, hasta constantes de normalizacién, los polinomios de Hermite
H,(y). En la préxima seccién discutiremos la normalizacién de estos polinomios.

Conclusiones:

Los valores propios son discretos e igualmente espaciados. La combinacion de las
ecuaciones: £ =2N+1y €& = % = FE =wh (n + %) con:n=20,1,2,3,.... Reconocemos
a esta ecuacion, como la relacion entre F y w descubierta por Planck salvo el término
aditivo %wh. Esto no es un accidente ya que la descomposicién del campo electromagnético
en modos normales, es escencialmente, una descomposiciéon en modos normales que estan
desacoplados.
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6.2. Clase 22

6.2.1. Polinomios de Hermite

Hemos visto que los polinomios de Hermite son de la forma

hn(y) = ao+asr*+---+ayz, para: N par,

N

hn(y) = @z +agz’+--- +ayzx para: N impar,

donde los coeficientes satisfacen la relaciones de recurrencia
N(N —=2)(N —4)...(N —2k+4)(N — 2k + 2)
(2k)!
N—-1)(N—=3)...(N—2k+3)(N —2k+1)
(2k +1)!

Asi, los primeros polinomios tienen la forma

ag, = (—=2)* ap, con: N par, (6.28)

aopr1 = (—Q)k( a;, con: N impar.(6.29)

ho(l‘) ap,

hy(z) a1,

ho(z) ap — 2a01?,
2

hs(x) = ayx— §a1$3,

4
]’L4((L’) = Qg — 2@01’2 + §a0x4,

hs(z) = @ — —a12® + —a2°,
5(x) ax 3a1x +15a1:v

., Cémo encontramos los coeficientes ag y a;? jNormalizando!

Recordemos que para los polinomios de Legendre la normalizacién se escoge de
manera tal que P,(1) =1 con lo cual f_ll P,(x)P,(x)dx = ﬁémm.
En particular Py(z) = agy Po(1) =1 = ap =1 = Fy(x) = 1. O de la relacién de
ortogonalidad
1
/ agdr =2 = a2=2 = aj=1 = ay=1.
—1
Pero para los polinomios de Hermite

/ hi(x) dx —/ ag dx = agx

o0 [e.9]

oo
— o0 jdiverge!

—00

. Qué sucede? El punto es que si f(x) y g(x) son funciones continuas por tramos arbitrarias
en el intervalo (—oo, 00), no se puede garantizar que la integral impropia

/OO f(z)g(x)de = lim / f(z)g(x)dz — converja. (6.30)

a—00,b—00
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De hecho esta integral es indefinida atin cuando f y g sean polinomios = jla definiciéon
usual de producto interior no es valida!

. Qué hacemos? jDebemos considerar otro producto interior!

/OO w(z)P(z)g(z)de, (6.31)

o0

donde w(x) es conocida como la funcién de peso. Es decir, estamos insistiendo en que
cualquier espacio de funciones que consideremos contiene todos los polinomios y que su
producto interior esté definido por medio de una integral impropia sobre toda la recta
real. Es claro que w(x) no puede ser cualquier funcién, ya que debe hacer el trabajo de
que la integral (6.31) converja. La funcién w(z) debe entonces satisfacer algunos requisitos.

Requisitos de la funcién w(zx):

s w debe ser continua en toda la recta real.
» limyy oo w(x) — 0.
= Maés ain, limjg|_. w(z)2™ — 0.

. . . . e . — 2
La experiencia adquirida en nuestros cursos de cdlculo nos sugiere que: w(z) = e™*".

hecho en su tarea usted mostrara que

(n)!\/_” —0 2 4 6 re
x n n n 9 9 3 g ety pa S
e dr = 2nn! 5.32
/ g v { () n = 173,5, ;,..., lmpares ( 3 )

De

[e.o]

.En que espacio viven los polinomios de Hermite? Definamos con un poco mas de precision
este espacio a través de los siguientes teoremas, los cuales no demostraremos.

Teorema 6.2.1 L% es un espacio Euclideano en el que se satisfacen las definiciones
usuales de adicion y multiplicacion por escalar de las funciones continuas por tramos
y del producto interior

(flg) = / " e f(a)g(x) d. (6.33)

o0

Teorema 6.2.2 LY es el conjunto de todas las funciones continuas por tramos en (—o0, 00)
que puedan expresarse como limites, o fronteras, en la media, de sucesiones de polinomios.

La base del espacio L§ son los polinomios de Hermite, cuyo producto interior esta dado
por

/00 e Hy(2) Hyp (2)dz = 2"0!/T6 . (6.34)

—00
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Note que hemos escrito en esta relaciéon H,(z) en vez de h,(z). La razén de este cambio
de notacion se debe a que comunmente los polinomios se denotan por la letra H una
vez normalizados. Podemos calcular una a una el valor de las constantes de los diferentes
polinomios h, que tenemos y obtener asi los polinomios de hermite H,. Una manera
alternativa es calcularlos a través de una funcién generadora andloga a la féormula de
Rodrigues que estudiamos para los polinomios de Legendre. Definimos asi los polinomios
de Hermite como los polinomios que se generan por la relacion

dTL
H,(x) = (—1)"6”"261—6_“”2, con: n=0,1,2... (6.35)

:L-n

Por célculo directo obtenemos
Ho(z) = 1. (6.36)
d
Hi(z) = (—1)6392%(3*12 = 2z (6.37)
d? d
Hy(x) = e’“"QEe”:2 = —2612% (me’x(z) = 42* — 2. (6.38)
Hi(x) = —e”ﬁal—ge’”ﬁ2 = —e’x2i [(41’2 - 2)6“2] = —8z + 2x(42® — 2) (6.39)
’ B da? B dx B '

= 82 —12z. (6.40)

En la siguiente tabla, damos la expresion para los primeros 10 polinomios de Hermite.

[ n | Halx) H
011
1 |z
2 | 422 -2
3 | 823 —122
4 | 162* — 482% + 12
5 | 322° — 16023 + 129z
6 | 6425 — 480z* + 72022 — 120
7 | 12827 — 13442° + 336023 — 1680x
8 | 2562° — 358448 4 134402* — 1344022 + 1680
9 | 51227 — 921627 4 483842° — 806402> + 302402
10 | 102420 — 230402 + 1612802 * 6 — 403200z* + 30240022 — 30240

Note que los polinomios de Hermite satisfacen la siguiente relacién de paridad
H,(z)=(-1)"H,(—x), (6.41)
y las relaciones de recurrencia siguientes
H,1(x) —22H,(z) +2nH,1(x) = 0,
Hyp (o) + 220)

—2zH,(z) = 0.
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Polinomios de Hermite (n=0)

Figura 6.1: Grafica de Hy(z).

Polinomios de Hermite (n=1)

A
24
,,,,,,,,,, G
2 1 9 1 2
] X

2
-4

Figura 6.2: Grafica de Hy(z).

Polinomios de Hermite (n=2)

129

84

4
e A
2 1 49 1 2

3 X

Figura 6.3: Grafica de Hy(z).
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Polinomios de Hermite (n=3)

Figura 6.4: Grafica de Hs(z).

Polinomios de Hermite (n=4)

Figura 6.5: Grafica de Hy(z).

Polinomios de Hermite (n=5)

2001

Figura 6.6: Grafica de Hy(z).



6.3 PROBLEMAS 189

Polinomios de Hermite (n=6)

Figura 6.7: Gréafica de Hg(x).

Los polinomios de Hermite también se pueden definir a través de una funcién generadora

(e e}

2 tm
gl t) = e 4 = 3 (o) (6.42)
n:

n=0

6.3. Problemas

1. A partir de la funcién generadora muestre que

n/2
Ho(z) = Z(—ns(n_”—zlsw(zx)“é

2. A partir de la funciéon generadora muestre las siguientes relaciones de los polinomios
de Hermite

Hy1(x) = 2xH,(x)—2nH, 1(z),
H (x) = 2nH, i(x).

3. Muestre utilizando el principio de induccién matematica que

o Y 1o

4. a) Desarrolle 22" en una serie de polinomios de Hermite de orden par.

2r+4+1

b) Desarrolle x en una serie de polinomios de Hermite de orden impar. En ambos

casos r € NU {0}.
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5. Muestre que

27n!

> Tny b par
a) H,(z)e ™ 2de = { (3)! .

o0 0, n impar

o 0 n par

—x2/2 o
b) /_OO zH,(z)e dx = { 27T((7%11))!!7 n impar
6. Muestre que
/ xme_”:an(x)dm =0, para m un entero, 0 < m <n — 1.

7. Muestre que

/_°° w?e™™ H,(x)Hy(z)dz = /72" (n N %) |

o0
Esta integral aparece cuando se calcula el promedio del cuadrado del desplazamiento del
oscilador cuéntico.

8. a) La transicién de probabilidad entre dos estados v, y v, del oscilador arménico
cuantico, depende de que la integral siguiente vale

/ $67I2Hn($)Hm(£U>d:U = \/;277‘71 n! (5m,n71 + \/EQ” (n + 1)' 5m,n+1'

[e.9]

Obtenga explicitamente este valor. El resultado muestra que las transiciones sélo pueden
ocurrir entre estados cuyos niveles de energia sean adyacentes, m = n £ 1.

b) Muestre también que

/ 2™ Hy(2)Hp(z)dr = /727" (2n+1) n! St VT 2" (NA2)! 2/ 2772 0! G o

o0

9. Muestre que

/_oo a:refﬂ«"QHn(:z;)Hner(:c)d:c = { 2“\/%81’ L, gi;:
para nimeros enteros n, p y r no negativos.
10. Con 1 ]
Un(@) = —====¢"""*H, (),

2ny/mn!

verifique que

%(ui) bol@) = VAbna(o),
%(—di) bal@) = V¥ Thunla).
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11. a) Verifique la identidad entre operadores

d

d
_ _ex2/2_6712/2.

r— — =
dx dx
b) Las funciones de onda normalizadas del oscilador arménico son

Un(2) = ——— P, ().

/2" /mn!

Muestre que es posible escribirlas en la forma

Yn(w) = \/%W (x - i)ne—ﬁ/z.
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Polinomios de Laguerre

El dltimo de los diferentes conjuntos de polinomios ortogonales que discutiremos
formalmente, son los llamados polinomios de Laguerre.

7.1. Clase 23

7.1.1. Polinomios de Laguerre

Como hemos visto en el capitulo 3, la ecuacién diferencial de Laguerre es

2
d;’;f) —i—(l—x)d?il—(;)—i—ny(x) o, (7.1)
y ésta tiene una singularidad regular en z = 0. Esta ocasion en vez de resolver la ecuacién
en detalle, solo presentamos las formulas mas relevantes de la solucién. De cualquier
manera, con todo lo que usted ha aprendido en el curso sobre las soluciones en serie, debe
ser capaz de obtener los pasos intermedios sin ningtin problema.

T

Proponiendo una solucion en serie alrededor del punto singular regular x = 0

o0

y(x) = Z apr®, (7.2)

k=0
obtenemos la relacién de recurrencia siguiente para los coeficientes consecutivos
n—=k

Ap11 = mak, con: k= 0, 1, 2, . (73)

193
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Note que siempre que n sea un ntimero natural, los coeficientes de todas las potencias y*
con k > n se anulan. Los polinomios de grado n que satisfacen esta relaciéon de recurrencia
son los polinomios de Laguerre y los denotaremos por L, ().

Los polinomios de Laguerre de orden n pueden definirse como sigue

1 _d
L,(z) = —e*—(a"e™"). 7.4
(1) = e (a"e™) (74)
Si calculamos la derivada explicitamente, podemos escribir los polinomios en la forma
equivalente

L, = gt — " 2 (—1)" ! | (7.5)

n! s nlg"=*
- Z(_1)m(n — m)!m!m!xm - Z(_l)n (n—s)l(n —s)ls!’ (7.6)

s=0

En la tabla siguiente damos la forma explicita de los primeros polinomios de Laguerre, y
también presentamos sus graficas

H " [ Lu() |

4
+
—

(22 — 42 + 2)

(—2® +92% — 18z + 6)

(z* — 1623 + 7227 — 967 + 24)

(—a® + 252 — 2002% + 60022 — 600z + 120)

(a8 — 3625 + 4502 — 24002% + 54002 — 4320z + 720)

1]

S O W N~
9]

|—s1]

=2}

Polinomio de Laguerre (n=0)

0.59

Figura 7.1: Grafica de Lo(x).

Como se puede observar de la forma de la funcién generadora (7.17), de la forma de
la ecuacién diferencial (7.1) o de la tabla, los polinomios de Laguerre no tienen paridad
definida, esto es, no son funciones impares ni pares.
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Polinomio de Laguerre (n=1)

Figura 7.2: Gréfica de Li(x).

Polinomio de Laguerre (n=2)

o

Figura 7.3: Grafica de Lo(x).

Polinomio de Laguerre (n=3)

2 X
2 4 8
ol T e N

Figura 7.4: Grafica de Ls(x).
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Polinomio de Laguerre (n=4)

Figura 7.5: Grafica de Ly(x).

Polinomio de Laguerre (n=5)

Figura 7.6: Grafica de Ls(x).

Polinomio de Laguerre (n=6)

50
] x
9 4 12
L T e T N T ]

50
-1004

-150

Figura 7.7: Grafica de Lg(x).
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Recuerde que como hemos desarrollado la solucion en serie en torno de un punto
singular regular, los polinomios de Laguerre nos dan una de las dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacion (7.1). Para encontrar la otra solucién linealmente indepen-
diente deben estudiarse las soluciones de la ecuacién més general y”(x) + p(z)y' (x) +

q(x)y(x) = 0.

7.1.2. Relacion de ortogonalidad

Como hemos anunciado y como usted podra suponer, los polinomios de Laguerre
son ortogonales, en su intervalo de definicién x € [0, 00). Sin embargo ellos satisfacen una
relacién de ortogonalidad parecida a los polinomios de Hermite, en el sentido de que el
producto escalar en el que son ortogonales, necesita de una funcién de peso para que la

xr

integral del cuadrado de los polinomios converja, en este caso la funcion de peso es e™”.
De manera explicita la relacién de ortogonalidad de los polinomios es

/000 e " L(2) Ly () dz = (n!)*6pm. (7.7)

Tenemos asi que los polinomios de Laguerre son una base para el espacio de funciones
conocido como g5. Donde el espacio g5 es el espacio de todas las funciones continuas por
tramos en el intervalo 0 € [0,00), que pueden expresarse como limites de sucesiones de
polinomios de Laguerre.

Note que podemos definir las funciones

oule) = L), (9

las cuales son ortonormales con respecto al producto escalar ordinario.

/000 On (1) pm () dr = Sy (7.9)

7.1.3. Relaciones de recurrencia

Para deducir la relacién de recurrencia para los polinomios de Laguerre, se razona
como sigue. El polinomio xzL,(x) es de grado n + 1 y en consecuencia puede expresarse

en la forma
n+1

xL,(x) = ZakLk(x), (7.10)

donde los coeficientes a,, se de determinan como es usual, multiplicando ambos miembros
de la ecuacion (7.10) por: e~ L, y utilizando la relacién de ortogonalidad (7.7), obteniendo

o — # /0 " e L) Lo (x). (7.11)
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Pero (zL,) - Ly = L, - (xLy) = 0 para toda k+1 < n, 6 k < n — 1. En consecuencia
(7.10) se reduce a
ZL'Ln = an_an_l + CLnLn + CLn+1Ln+1. (712)

Igualando los coeficientes de ™! en ambos miembos de esta ecuacién tenemos utilizando
(7.5)

-1\ -1 n+1
(nfﬂ“:%ﬂﬁfﬂﬁm S = —(n+1). (7.13)

De manera analoga, igualando los coeficientes de z"
(1", . (=

- n° " = an=—rs " 4 apy
n!

(1t
(n+1)!

(n+1)%2" = n®=—a,+an1(n+1)7

= a,=2n+1. (7.14)

2
n- + An+1

VT U A C | e e Vi
! (-1l
—1)2 1
_n(n2 ) = a, _i_ann_'_a/nJrl@ = Qp_1 = —N. (715)

Por tanto la ecuacion (7.12) se escribe finalmente como la relacién de recurrencia siguiente

(n+1)Lpt1(z) = (2n+1—2)L,(x) — nl,—y1(z), (7.16)

SR L
(n+1)! 2!

la cual es valida para n > 1. Esta relacion también se puede hacer valida para n = 0, si
se toma: L_; = 0.

7.2. Clase 24

7.2.1. Funcion generadora

En el caso de los polinomios de Laguerre también es posible escribir una funcion
generadora, al igual que sucedié con los polinomios de Legendre, Bessel y Hermite. En
este caso tenemos:

Definicién 7.2.1 Funcion generadora de los polinomios de Laguerre

1
G(z,r) = = Te’”/(l’r). (7.17)

Mostremos que en realidad esta funcion genera los polinomios de Laguerre. El desarrollo
en serie de Taylor de GG en potencias de r se puede expresar en la forma

G(z,r) =Y Lu(z)r", (7.18)
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donde L, () es una funcién tan sélo de x. Mdas atin, esta serie converge uniformemente
y absolutamente para toda z y toda r con |r| > 1, ya que G(z,7) es el producto de dos
funciones cuyas series son asi, convergentes. En consecuencia

% = Z Ln(z)nr™ 1. (7.19)
n=1
Més aun, por (7.17)
(1—7)? 20G =(1—-2z—-r)G (7.20)
or ’ '
y por lo tanto se tiene
(1—7)? Z Lo(x)nr™ '+ (x —1+7) Z L,(x)r™ =0. (7.21)
n=1 n=0

Ahora un célculo directo revela que
(n+1)Lpy(z) = 2n+1—2)Ly(x) — nly—(x), (7.22)

y ya que Lo(z) =1y Li(z) = x — 1, concluimos que la funcién (7.17) genera realmente
los polinomios de Laguerre.

7.2.2. Polinomios asociados de Laguerre

En muchas aplicaciones, principalmente en Mecanica Cuantica, necesitamos los poli-
nomios asociados de Laguerre, definidos por

LA(@) = (<) (L) (7.23)
De la forma de la serie de L,(x) tenemos
Ly(z) = 1,
Li(z) = —x+k+1, (7.24)
LE(z) = ‘%2 — (k+2)z + w (7.25)
De manera general
" !
i) =S (- o= ﬂg’;&?‘m)!m! 2™, k> 1. (7.26)

m=0

También podemos desarrollar una funciéon generadora para los polinomios asociados de
Laguerre diferenciando k veces la funcién generadora de los polinomios de Laguerre (7.17)

—mr/ (1-r)

e ZLk : Ir| < 1. (7.27)
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De esta ecuacion obtenemos
(n+ k)!

n!k!
Las relaciones de recurrencia se pueden derivar facilmente de la funcién generadora, o
diferenciando las relaciones de recurrencia de los polinomios de Laguerre. Entre las nu-
merosas posibilidades tenemos

LF(0) = (7.28)

(n+ 1L (z) = @n+k+1—2)Li(z)— (n+k)LE_ (2), (7.29)
LM (z) = nLf(z)— (n+k)LE_ (2). (7.30)

De estas ecuaciones, o diferenciando k veces la ecuacién de Laguerre (7.1) se obtiene la
ecuacion diferencial asociada de Laguerre

d?LF dLF .
7 () +(k+1— :L’)%(x) +nL;(z) = 0. (7.31)

Una representacion de Rodrigues de los polinomios asociados de Laguerre es

eTrk qn

Ly(@) = =

Ctiad) (7.32)

Note que todas estas férmulas para L¥(x) se reducen a las expresiones correspondientes
para L, (x) cuando k = 0.

Los polinomios asociados de Laguerre son ortogonales, con una funcién de peso

(n+Ek)!

= (7.33)

o
/ e a® LF(x) LF (2)dx =
0
Una forma equivalente y muy ttil de la ecuacion asociada de Laguerre se obtiene haciendo
el cambio de variable ¥(z) = e™/2x**+D/2[k(2) con lo cual la ecuacién asociada de
Laguerre se reescribe como

dQ;z)fL(:c)Jr( 1+2n+k5+1 _k:2—1)wk

d?x

4 2x 42

(z) = 0. (7.34)

7.2.3. El atomo de hidrégeno

Tal vez la aplicaciéon mas importante de los polinomios de Laguerre en fisica, es en
las soluciones de la ecuacién de onda de Schrodinger para el dtomo de Hidrogeno. Esta
ecuaciéon es

h? e?
— — VW - —VU =FEV, (7.35)

2m r
En esta ecuacién m es la masa del electron y -e su carga. Note que el segundo término
de la ecuacién corresponde al potencial Coulombiano atractivo. Desde luego estamos con-

siderando que el protén (de carga e) esta colocado en el origen de coordenadas. Dado que
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el potencial s6lo depende de la coordenada radial r, es conveniente resolver esta ecuacion
en un sistema coordenado esférico. en el capitulo 3 hemos visto como escribir el operador
laplaciano en éstas coordenadas

19 [ ,00 19 ov 1 v
2 _ - 7 27" - : il el
V=g (T 87’) YT (Smeae) T SnZ6 02 (7.36)

Realizando separacién de variables en la ecuacién (7.35), tenemos que la ecuacion radial
resultante es

h_QZ(l +1)
2m 72

w1ld ( 2 AR (r) R(r) = ER(r). (7.37)

2
(&
“mar d—) — R+

Para que las constantes aparezcan de manera mas conveniente, es util redefinir:

8mE 2me?
— FEF <0 A= .
h,2 ) < ) y ahz

(7.38)

Tr = ar, COHOP:—

Y la ecuacién radial se reescribe como

1d (xQdX@)) n <5 Gl 1)) (@) =0, (7.39)

2 dx dx z 4 z2

donde x(z) = R(z/«a). Comparando esta ecuacién con (7.34), obtenemos que la ecuacién
(7.39) queda resuelta por la funcién

wx(z) = e P (7.40)

en la cual k se reemplaza por 2l +1y n por A — [ — 1.

7.3. Problemas

1. Utilizando la forma explicita de los polinomios de Laguerre, muestre que

L) =—n, vy L'0)= %n(n —).

2. A partir de la funcién generadora obtenga la representacién de Rodrigues de los poli-
nomios asociados de Laguerre

etxk qn (
n! dzm

LF(z) = e T,

3. Obtenga la relacién de ortogonalidad (7.33) de los polinomios asociados de Laguerre.

4. Desarrolle la funcién z" en una serie de polinomios asociados de Laguerre LF(x), con
k fija y n tomando los valores de 0 a r (0 a oo si r no es un nimero entero).
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5. Desarrolle la funcién e=%% en una serie de polinomios asociados de Laguerre L (z), con
k fijo y n tomando los valores de 0 a oo.

a) Evalue directamente los coeficientes del desarrollo.
b) Obtanga el mismo resultado, pero esta vez trabajando con la funcién generadora.

6. Muestre que

n+k)!

/ e TP LE () LF (2)dw = ( (2n+k+1).
0

n!

7. La parte radial normalizada de la funcion de onda del dtomo de hidrogeno, es

s(n—1-1)!

1/2
m} e (ar)" LT (o),

Ru(r) = {oz
en la cual o = 2Z/nag = 2Zme? /nh?. Evalue
a) (ry = /00 7Ry (ar) Ry (ar)r2dr,
0
b) (r 1) = /000 ! Ry (ar) Ry (ar)r?dr.

Fisicamente la cantidad (r) es el desplazamiento promedio del electrén referenta al nicleo,
mientras que (r~!) es el promedio del inverso del desplazamiento.



Transformada de Fourier

8.1. Clase 25

8.1.1. Transformadas integrales

Frecuentemente en fisica uno se encuentra con pares de funciones que se encuentran
relacionadas por una expresion de la forma siguiente

b
gla) = / FOK (a, t)dt. (8.1)

La funcién g(a) es llamada la transformada integral de f(t) por el nicleo ' K(a,t).
La operacién se puede describir como un mapeo de una funcién f(t) en el espacio-t
a otra funcién g(a) en el espacio-a. Dos ejemplos de esta interpretacién en fisica son
las relaciones entre: el tiempo y la frecuencia en Electrodinamica Clasica y Mecanica
Cuantica, y la relacion entre el espacio de configuraciones y el espacio de momentos en
Mecéanica Cuantica.

Existen varios tipos de transformadas integrales que aparecen frecuentemente en
fisica, cada una de ellas esta asociada a un nucleo diferente. De entre ellas las diferentes
posibilidades podemos mencionar los nicleos siguientes

et et (at), t*71, (8.2)

'Del inglés Kernel.

203
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los cuales dan origen a

g(a) = / h f(t)edt, Transformada de Fourier. (8.3)
g(a) = /000 f(t)e *dt, Transformada de Laplace. (8.4)
gla) = /000 f)t J(at)dt, Transformada de Hankel. (8.5)
gla) = /000 f()ttdt, Transformada de Mellin. (8.6)

Claramente el ntimero de tipos posibles de transformadas es ilimitado. Estas transfor-
madas son muy tutiles en el analisis matematico y en las aplicaciones fisicas. En este curso
nos limitaremos al estudio de las dos primeras, esto es, la transfromada de Fourier en este
capitulo y la transformada de Laplace en el siguiente.

Linealidad

Todas esta transformadas integrales son lineales, esto es, satisfacen las propiedades

b b b
/ leLfi(t) + cafo(t)] K (o, t)dt = / e fr(8) K (o, t)dt + / e fo) K (a,t)dt,  (8.7)

a a

/ CF(OVK (o )t = c / FIOK (o, t)dt, (8.9)

a

donde ¢; y ¢o son constantes y fi(t) y fo(t) son funciones para las cuales la operacién
transformada esta definida.

Representando la transformada integral lineal por el operador calL, obtenemos

gla) = Lf(). (8.9)

Uno espera que el operador inverso £~! exista, de manera tal que

ft)=L"g(a). (8.10)

En general, el mayor problema en la utilizacion de las transformadas integrales, es la
determinacion del operador inverso. Sin embargo, para los dos tipos de transformaciones
que estudiaremos, la de Fourier y la de Laplace, obtener el inverso es relativamente sencillo.
El lector interesado en las transformadas inversas de Hankel y Mellin puede consultar por
ejmeplo [9].

Las transformadas integrales tiene muchas aplicaciones especiales en fisica, algunas
de las cuales expondremos en este capitulo y el siguiente.
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8.1.2. La transformada de Fourier

En el capitulo 2 hemos visto que podemos representar una funcién en serie de Fourier,
cuando la funcién tiene las caracteristicas siguientes

» La funcién esta limitada al intervalo [0,27], 6 [—L, L] (un intervalo finito).

» La funcién estd definida en el intervalo (—oo, 00), pero es una funcién es periédica
. Qué pasa si tenemos una funcién no periddica en el intervalo infinito (—oo, 00)?

Ezxiste una representacion integral

Veamos: Sabemos que si f(z) es una funcién continua a pedazos con discontinuidades
finitas en el intervalo [—L, L], podemos desarrollarla en serie de Fourier

QG — kmx krx
:?—i_z [akcos <T) —i—kaln< 7 ﬂ ) (8.11)

k=1

/’f C%( )ﬁ v bpz%/if@ﬁm(%?>ﬁ. (8.12)

Con lo cual podemos reescribir a f(z) como

flz) = —/ Fydt+ — Z/ {COS(IW;) cos (kLLx>+sin <%) sin (k%m)}dt
- _/ ft)dt + = Z/ f(t cos(@—k%x)dt
— _/ F(t)dt + - Z /f cos( [t—x])dt

_ _/ )t + - LFL(’?) (8.13)

donde
FL(’“L”) /f cos< (t—x))dt. (8.14)

Claramente el coc1ente T es un numero discreto. En el limite cuando L — oo, el cociente
wr = 7 pasa a ser una Varlable continua y podemos reescribir la integral (8. 14) como

donde:

Fﬂwwzi/LﬂﬂC%@%@—x»ﬁ. (8.15)
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Analicemos la validez de esta afirmacién. Pensemos en la particién de los Rt dada por

s 2T km
=0<w==<wy=— < <wp,=—. 8.16
Wo w1 7 ) I Wk I ( )
La longitud de cada intervalo es Awy = wy — wr—1 = T = Aw. Note que hemos retirado
la etiqueta k en Aw, debido a que esta cantidad es una constante. Esto sugiere que el
segundo término de la ecuacién (8.13) para f(z) es una suma de Riemann infinita de la
funcion Fr,

> Fr(w)Awe =Y Fy(wi)Aw. (8.17)
k=1 k=1
Note que en el limite L — oo, Aw = 7 — 0. Asf en el limite L — oo
f(z) = lim 1o f(t)dt+ lim —ZFL wi)A _1 /Oo F(w)dw (8.18)
L—oo 2L L L—oo Tr 0 7
R
con
L o0
F(w) = ng{)lo Fr(wy) = lglgo Lf( ) cos wi(t — x)dt = /Oof(t) cosw(t —x)dt. (8.19)

Obtenemos asi finalmente la integral de Fourier

= %/OOO dw /_: f(t)cosw(t — x)dt. (8.20)

Este es un resultado formal que se puede demostrar de manera rigurosa.

8.1.3. Forma exponencial de la transformada de Fourier

La integral de Fourier se puede escribir en forma exponencial, para obtener esta
representacion, reescribamos primero la integral de Fourier en la forma

flx) = i/Oodcu/oo f(t)cosw(t—:z:)dt—i—i/oodw/::f(t)cosw(t—x)dt
—— dw/ F(t) cosw(t — z) dt+—/ —dw) /OO f(t) cos[—w(t — z)]dt
= dw/ f(t coswt—xdt+—/ dw/ f(t) cos[w(t — x)]dt,

con lo cual obtenemos

x) = % /Z dw /O; f(t) cosw(t — x)dt. (8.21)
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Dado que

/_C: dw /_Z f(t)senw(t — x)dt =0, (8.22)

ya que sin[—w(t — )] = —sinw(t — x) es una funcién impar y [ dwsinw(t — x)] = 0.
Podemos reescribir una vez més la funcién f(x), ahora en la forma

flz) = % dw/ f(t) cosw(t —x)dt + — / f(t)sinw(t — x)dt

= %/ f(t)[cosw(t —x) + isinw(t — x)]dt

1 [~ -
- ¢ zw(tfz)dt
5 | s

o equivalentemente

fla) =2 /_ Z e=ivn gy /_ Z F(#)etdt. (8.23)

™

Hasta ahora w es una variable matematica auxiliar. En muchos problemas fisicos w es
una frecuencia angular. En este caso podemos interpretar la Integral de Fourier como una
representacion de f(x) en términos de una distribucién de ondas sinusoidales infinitamente
largas de frecuencia angular w en la cual esta frecuencia es una variable continua.

Note que si reescribimos la funcién f(z) en la forma

1 [ o0 . oo 1 [ )
= — iw(t—z) 71 _ . iw(t—z)
5 /OO dw /oo f(t)e dt /OO f(t) {27r /OO dwe dw} . (8.24)

debe ser una Helta de Dirac

pero en el capitulo 1, vimos en efecto que una posible secuencia delta es

Sn(1) = % / etdt. (8.25)

Lo cual confirma que

1 [~ .
it —x)= %/ e t=2) gy, (8.26)

Mostrandonos la consistencia de la ecuacién (8.23).

Definicién 8.1.1 Transformada de Fourier.

Denotamos la transformada de Fourier de la funcion f(t) mediante g(w), y la defi-

nimos como
et dt. 8.27
\/ 2m / f@) (8.27)
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Pero hemos mostrado en (8.23) que
1 [~ _ o ‘
flz) = —/ e“"xdt/ f(t)e™tat. (8.28)
TJ o -

Este resultado nos permite establecer el siguiente teorema

Teorema 8.1.2 Teorema de inversion.

fay=—— [

\/_2_7r g(w)e ™" dw. (8.29)

8.1.4. Transformada de Fourier seno y coseno

Transformada coseno:

Si f(x) es una funcién par f(x) = f(—z), las transformadas se reescriben de una
manera un poco diferente

1 oo
o) = <= / F0)(gos(t) isin(t)) dt = —— /_ Ft)cos(ent

par impar

Para enfatizar el hecho de que la transformada de Fourier de una funcion par sélo necesita
de la funcién coseno, es usual introducir un subindice ¢ en las funciones f y ¢, vy a la
transformada se le conoce como la transformada coseno

ge(w) = 27r/ fe(t) cos(wt)dt = \/7/ fe(t) cos(wt)d (8.30)

Dado que la f(z) es par, la podemos reescribir como (f(z) 4+ f(—x))/2 y utilizando la
ecuacién (8.29) obtenemos

con lo cual la transformada coseno inversa es

o) == [  gel) coswald = @ | areostondo. (s

Transformada seno:

e—iwz + eiww

fx) =

) cos(wz)dw,

Si f(x) es una funcién impar f(z) = —f(—x) entonces la transformada seno y la

transformada inversa son
2 o0
\/j/ fs(x) sin(wz) dz. (8.32)
™ Jo

\/g /0 " go(w) sin(w) dw. (8.33)



8.1 CLASE 25 209

Ejemplo 8.1.3 Tren de onda finito.

Obtengamos la transformada de Fourier de la funcion siguiente

sinwet, [t] < &2,

f(t):{ 0 > (8.34)

Figura 8.1: La figura muestra un tren de onda finito con valores: N =6y wy = 1.

Dado que f(t) es una funcion impar, su transformada de Fourier la podemos encon-
tar medinate la transformada seno (8.32)

gs(w) = \/j/ OsinwotsinwtdtZ\/j/ 0 [cos Wy — w cos(wp + w }dt
T Jo T Jo 2
1

N

N {Sin([ito__wu;)t] _ sin[c(::o++ww)t]} o

Con lo cual obtenemos finalmente

0

1 |sin [(wo - w)&} sin [(wo + w)M]

wo wo

gs(w) = NeT o) - o) : (8.35)
Note que para valores de w = wy, la transformada de Fourier se puede simplificar
1 sin <“’°w—;“’N7r> sin (%Nw) 1 NqpSin (“’&;“’Nw)
gs(w) ~ Nir: S o = .
St definimos: e = ﬁ—o‘“, obtenemos finalmente
| Aw
1 &sm (w—ONﬂ'> (8.36)

gs(w) ~ V21 Wo LAU—(:NW
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Figura 8.2: La figura muestra la transformada de Fourier seno, del tren de onda finito
(8.34) con: N =6y wy = 1. Note que el pico de la funcién se encuentra en wy.

. . 2 . Aw __ 1 2
Esta funcion tiene ceros en Pl T4t .-, €le

¢ Qué tan ancho es este pico? Dado que las contribuciones fuera del mdzimo central
wo

son pequenas, podemos tomar Aw ~ .

Note que st N es grande la funcion es picuda y si N es chica es gorda.

8.2. Clase 26

8.2.1. Flacas versus gordas

Es dificil pensar en configuraciones de particulas que simulen un comportamiento
odulatorio (por este motivo los experimentos de difraccién de Fresnel y Young llevaron a
la aceptacién undnime de la teorfa ondulatoria de la luz). Pero por otro lado, es posible
imaginar configuraciones de ondas que estén muy “localizada”, esta idea nos lleva al
concepto de paquetes de onda.

En fisica un paquete de ondas es una superposicion lineal de ondas que toma la
forma de un pulso, que se desplaza de modo relativamente compacta en el espacio antes
de dispersarse.

En particular en Mecanica Cuantica los paquetes de onda tienen una importancia
especial, porque representan particulas materiales localizadas viajando por el espacio. Co-
mo discutimos en la seccién 3.1.3, la ecuacién fundamental de la Mecanica Cuantica es la
ecuacion de Schrodinger, y es ésta ecuacion la que describe la evolucion de dichos paque-
tes. Asi los paquetes considerados en Mecanica Cuantica son soluciones de la ecuacion de
Schrodinger, siendo la amplitud de onda de dichos paquetes diferentes de cero sélo en la
zona del espacio donde en cada instante es probable encontrar a la particula.
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La herramienta matematica que se necesita para trabajar con los paquetes de onda
son las integrales de Fourier. Nuestro objetivo es estudiar una propiedad muy importante
que existe entre el ancho de una paquete de onda y el ancho su transformada de Fourier.
No mostraremos este resultado en general, pero lo ilustraremos con un ejemplo.

Los paquetes de onda son de la forma

flx) = /_00 g(k) e™ dk.

o0

Estos se llaman paquetes de onda, porque en Mecénica Cuéantica las funciones e***, tienen
la interpretacién de ondas planas. La longitud de onda de las ondas planas es A = 27”, ya
que para una k dada, la onda se reproduce asi misma cuando cambida de r — = + 27”

cosk (x4 2%) = cos(kx + 2m) = cos kx

sink (z + 2%) = sin(kx + 27) = sinkz

et = coskx + isenkx — {

Ejemplo 8.2.1 Consideremos como ejemplo el paquete de ondas planas cuya amplitud
g(k) estd dada por la funcion
g(k) = e—kko)?, (8.37)

En esta funcion el pardmetro o mide que tan rapido cae la funcion exponencial. Para o
grandes la grdfica es muy picuda, mientra que para « chicas es muy ancha. Note que

glko) =1, y 1lim g(k)=0. (8.38)

k—+o0

Concluimos entonces que la contribucion de ondas planas con longitud de onda A
pequenas (k grandes) al paquete de ondas (8.2.1) es nula y la que mds contribuye es la

onda con \ = ?TZ

La transformada de Fourier de la funcion g(k) es

flz) = / g(k)e““ dk = / e—olk—ko)? jikz g1
Haciendo el cambio de variable: k' = k — kg = dk’' = dk, obtenemos

0o
2 / . _ 12 o1t ; _ 12 4 ;1
f(l’) :/ eak ez(kg—i—k )x dk/ _ ezkosc/ e ak ezkxdk/ _ eszI/ e ak —kadk,.
—00

—0o0 —0o0

o0

Completando el cuadrado en la ultima integral

. . 2 2
a2 i 2 oM _ W x
ak™” +ik'r = —« (k 2k (2@)) Q [(k‘ 2@) + 4@2] ,
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Funcion g(k)

Figura 8.3: La figura muestra la grafica de la funcién gaussiana (8.37) para tres valores
diferentes del pardmetro a. La linea roja es para o = 1/5, la verde para a = 1 y la
linea amarilla para o = 5. Note que la figura es mas ancha, para valores pequenos del
parametro a y mas angosta para valores grandes de «.

obtenemos

f(l') _ eik:()af: /Oo e—a(k’_%)Qe_% dkj — eikoxe—% /OO e—a(k’_%)z dkj

—00 —00

ik z2 oo 2 m ik z2
= "% 4 e Ydy =] —ee 4, (8.39)
o a

donde en la ultima integral hemos utilizado el resultado ffooo dye‘o‘y2 = \/§2.
Dado que el factor e es un factor de fase

|eikox|2 — eikozefikow — 17 (842)

2El calculo de la integral va como sigue. Si definimos I = ffooo e~y dy, entonces

oo o0 . oo o0 oo 2T
2 = / e~ dy / e~ dr = / / e~ @ +V?) g dy = / / re=o"" df dr
o o oo J oo o Jo

oo —0o0 d
= 271'/ re=o" dr = 7277/ leu,
0 0 2

donde hemos hecho el cambio de variable u = —ar? = du = —2ardr. Asi
x [° T 0 T T
1'2 — 7/ eldy = —e" — *(1 — 6700) = —, (840)
o) o a | o« «

de donde concluimos

I :/ dye™V" = \/F (8.41)
o «
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y la cantida que es fisicamente relevante es | f(x)|?, entonces

™ z2

|f(z)]? = Ee*%. (8.43)

Note que el vinico pardmetro en |f(x)|* es a, por tanto detallemos un poco mds el com-
portamiento de las grificas g(k) y f(x) respeto a este parametro. Dado que f(z) es una
funcion compleja si deseamos ver su comportamiento grdfico, graficaremos la parte real
de ésta.

Comencemos analizando la funcion
g(k) = e—ok—ko)?,
s Fsta funcion tiene un pico en k = k.

= FEl pico es mas pronunciado cuando o es grande.

Una buena medida del “ancho” de la grdfica es calcular el valor de k para el cual la grdfica
cae una fraccion: % de su valor mdximo

1 _ othhoy? (8.44)
St )
k—ky=—, entonces, e “Fk)* =1 (8.45)
\/a? Y
Asi el “ancho”de la grdfica es: Ak =k — kg = \/La y concluimos que:

= FEl ancho de la grdfica crece cuando o decrece,

= FEl ancho de la grdfica decrece cuando o crece.

Analicemos ahora la parte real de f(x)

f(z) = \/Ee““oxe_i.
o}

» Fsta funcion esta localizada alrededor de x = 0.

s Fsta localizacion es mds pronunciada cuando o es pequena.

Calculemos el “ancho” de la grafica, calculando el valor de x, para el cual la envol-

vente a disminuido una fmcczon =. Como f(vr =0) = /2, el valor v buscado, satisface
T
\/ie fa = f = 2\ (8.46)
Q@ ae
Asi
Azx =2 —0=2a. (8.47)

Concluimos entonces que:
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Funcion f(x)

Figura 8.4: La figura muestra la grafica de la parte real de la transformada de Fourier
f(z) (8.39), para tres valores diferentes del parametro «. La linea roja es para a = 1/5,
la verde para o« = 1 y la linea amarilla para a = 5. Note que la figura es mas ancha, para
valores grandes del parametro @ y mas angosta para valores pequenos de «.

s FEl ancho de la grdfica crece cuando o crece.

= FEl ancho de la grdfica decrece cuando o decrece.

Existe una reciprocidad aqui juna funcion fuertemente localizda en x es ancha en k y
viceversal

Note que el producto de los “anchos” es

1

Este valor por ahora no importa, lo importante es que no depende del parametro c.

La propiedad sobre los anchos de las funciones es una propidad general de las funciones
que son transformadas de Fourier una de la otra. Como es una propiedad general, la
representaremos por la formula

AzAk > O(1)

Esto implica que es imposible tener Az y Ak pequenas (caracteristica general de los
paquetes de onda, la cual tiene implicaciones fisicas muy importantes). En Mecénica
Cuantica esta propiedad es conocida como el Principio de incertidumbre de Heisenberg.
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8.2.2. Transformada de Fourier de las derivadas

Hemos visto que la transformada de Fourier de f(x) es

1 OO WL
g(w) = N /_Oo f(z)e dx (8.48)

., Cudl es la transformada de Fourier de su derivada? Como % es una funcion de z, su

transformada de Fourier es

0= g [ e

donde hemos realizado una integral por partes. Evalaundo explicitamente la primer inte-
gral tenemos

e“dxr =

{% (f(a:)ei‘”x) —iwf(x)e™" | dv, (8.49)

1 e 1 o -
g1(w) = Ef(x)e“” N - iwm /Oo f(x)e™* dx. (8.50)
Si f(x) se anula cuando x — 00, entonces
g1(w) = —iwg(w). (8.51)

Esto es, la transformada de Fourier de la derivada es (—iw) veces la transformada de
Fourier la funcion original. Podemos generalizar facilmente este resultado para la n-ésima
derivada, obteniendo

gn(w) = (miw)’g(w), o (8.52)

U [P d @) ey n L [T
\/_Z_W/OOWQ dr = (—iw) \/%/Oof(x)e dx. (8.53)

Ejemplo 8.2.2 FEcuacion de onda.

Podemos utilizar la técnica de la transformada de Fourier para resolver ecuaciones
diferenciales parciales. Para ilustrar esta técnica, resolvamos la ecuacion de onda

Py 1%
or2 2 ot

(8.54)

Supongamos que: y = f(z), at = 0. Aplicando la transformada de Fourier, lo cual
significa multiplicar la ecuacion por € e integrar sobre x, obtenemos

OO d2y wx 1 * aZy wx
/_Oo ﬁ@ drx = ﬁ . we dl‘,

* , 1 9% [ :
02 wr - wr
= (—iw) / y(x, t)e“ dx 1)2_8752/ y(z, t)e“ du.

—00 —00
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St definimos
1 o ,
Y(w,t) = — x,t)e™* dx, 8.55
@0 == [ s (8.55)

tenemos entonces la ecuacion

1 0%Y (w,t
(—iw)*Y (w,t) = —2#, FEcuacion diferencial ordinaria. (8.56)
v
De hecho tenemos
%Y (w,t
% + 02w (w,t) = 0 ecuacion de un oscilador lineal. (8.57)

Ecuacién diferencial Transformada de Fourier Ecuaciéon diferencial
parcial — Ordinaria

Debemos ahora resolver esta ecuacion sujeta a la condicion de frontera y(xz,t = 0) = f(x)
0 equivalente

Y(w,t=0)=F(w) = \/% /_OO f(z)e™"dx. (8.58)

La solucion general de la ecuacion es

Y(w,t) = A(w)eFt. (8.59)
Como
Y(w,t=0)=F(w) =Aw) = Aw)=F(w), (8.60)
y por tanto
Y (w,t) = F(w)er™, (8.61)

Utilizando la transformada inversa obtenemos

L[ : 1 [ .
r,t) = — Y w,t e WT ], — Flw e—zw(mq:vt)dw
vet) = <= [ Vo =/ _Fw)
1 < 1 e . ,
— ey d e—zw(x:th) dw
o /OO o /oof(y) y
= /_OO f(y) dy o /_OO eiwy—ztvt) g

v~

d(y—ztut)

_ / T F)oly — (e F b)) dy = f(x F ot).

Por lo tanto la solucion es
y(r,t) = f(z Fot), (8.62)

que corresponda a ondas avanzando en la direccion +x y —x respectivamente. La combi-
nacion lineal particular de ondas estd dada por la condicion de frontera y = f(x) y alguna
condicion tal como la restriccion sobre Oy/ot.
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8.2.3. Teorema de Convolucion

Consideremos 2 funciones f(x) y g(x) con transformadas de Fourier F(t) y G(t)
respectivamente

F(t) = \/%_W /_OO f(x)e™dz, y Gt)= \/LQ_W /_00 g(x)e™ dx. (8.63)

Definicién 8.2.3 Definimos la “convolucion” 3 de las funciones f y g sobre el intervalo
(—00,00) como la operacion

o

frg= W ( )z —y)dy. (8.64)

., Cual es la transformada de Fourier de esta relacion?

| swie-ndy = [ o= [ PO dedy
— /_OOF( m\/%/ ’tydydt:/_ZF(t)emG(t)dt

L frg— %27 / Z s fa—)dy= [ Z F()G(t)e ™ dt. (5.65)

Esto es, la transformada de Fourier inversa de un producto de transformadas de Fourier,
es la convolucién de las funciones originales: f * g. Para el caso particular x = 0 tenemos

/_ T @G d = / " Fw)gly) dy (8.66)

8.3. Clase 27

8.3.1. Relaciéon de Parseval

Teorema 8.3.1 Teorema de Parseval.

Dadas dos funciones f y g y sus respectivas transfromadas de Fourier F' y G, satis-

facen
/ Fw)G*(w) dw = / f(t)g*(t)dt (8.67)

3El término convolucién viene de la palabra en alemén: faltung — plegable.
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La demostracion es como sigue

[rron - [k [ o] [ [ o] o
_ / / dtdsf(t)g"(s)5 / e du
:/ / f(t) t—sdtds—/ f(t)

/_OO (W) dw = /_OO F dt. (8.68)

[e.9] [e.9]

Note que en particular

8.3.2. Férmula de suma de Poisson

Veamos una propiedad adicional de las transofmradas de Fourier, la férmula de suma
de Poisson. Esta nos dice que: si F'(k) es la transformada de Fourier de f(z), entonces

i f(nz):\/j_ﬂ 3 F(”T—”) (8.69)

n=—oo n=—oo <
Mostremos esta relacién
—ik(nz) dk = / —iknz dk 8.70
nz — — . .

Cuando la variable z es tal que —m < x < 7, la serie de Fourier de la funcién §(z) es
d(z) = — Z ene, —r<z<m. (8.71)

Dado que e™® es una funcién periédica en x, con periodo 27, debe suceder que cuando
x € (—00,00), esta funcién debe repetirse a intervalos de 27

o0

Z e =21 Z d(z — 2mn). (8.72)
Introduciendo esta expresién en (8.70) obtenemos

Z f(nz) = / (k) > 2md(kz — 2mn)F (k) dk.

n=—oo n=—oo
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Realizando el cambio de variable k — k' = zk = dk' = zdk, se tiene

Zf(m)zx/_/ 0 <>i5 — 21n)

n=—oo n=—oo

Nor
m ( > K — 2mn) di,

i Flna) = V2T _i F(QW—”) (8.73)

obteniendo finalmente

Ejemplo 8.3.2 Si f(x) = —=5 su transformada de Fourier estd dada por

1+z

1 <l T |k
F(k)_\@/_meQe dx—\/ge (8.74)

Aplicando la formula de suma de Poisson (8.69) tenemos

Z fnz) = Z 1+n222 - Vo Z \/> =l 6_27T|%|
T

= n:i . . n=-—00 n—foooo
Rt e ]
n=—o0o n=0 =1 e

00 N 1
= 52 (ez2> —1]21{2—2“—1}
z - z 1—e=

donde en la ultima igualdad hemos utilizado la serie geométrica discutida en el ejemplo
—27 . , . . . ,q.
1.1.3, con r = e™= . Reescribiendo el resultado en términos de funciones hiperbdlicas se

tiene
2—(1—6‘25) B 1+e72%
1— e_2g z|1l—e —23
e = [e: +e = 7w [coshZ T
= T |: T 7r:|:_|: ;:|:—Coth<z>
ze = ez —e = z |sinh Z z z
De donde concluimos que la suma infinita es

1
5 i - T () o

(e e}

1
Z 1+n222

n=—oo

2
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Ejemplo 8.3.3 En el estudio de los operadores diferenciales tales como el operador de
Laplace V?, algunas veces es necesario estudiar la distribucion de valores propios \,,
definidos por la ecuacion de valores propios

— V2, =\, 0, (8.76)

Esto se puede hacer estudiado lo que se conoce como el Kernel del calor
)= dye ™, (8.77)

donde d,, es la degeneracion del valor propio de \,.

Claramente si conocemos ©O(t) para todo valor de t, entonces esta funcion tiene
mucha informacion acerca de los valores y degeneraciones de los valores propios. De par-
ticular importancia es conocer como se comporta O(t) para valores muy pequenos de t,
dado que esto da informacion acerca de la distribucion limite de los valores propios para
An grande.

Consideremos el siguiente ejemplo, cuando nos fijamos en el operador laplaciano en
1D sobre el circulo unitario (V? = dd—;). La ecuacion diferencial de Helmholtz es en este
caso

d*v
dz?

la cual tiene funciones propias y valores propios (ver capitulo 3)

= A\, (8.78)

U, =™ y A=n’ (8.79)

Ast, el kernel de calor asociado es

o)=Y e (8.80)

n=—oo

S7 consideramos una funcion f(x) de la forma

M

€T

flz)=e"=. (8.81)

Entonces el kernel de calor asociado 6(t) satisface

Z f(nz) = Z e""2  con =2t = z=+2xt. (8.82)

Pero la transformada de Fourier de e 2 es e 2

1 o0 xr—1 2 2
F(k) = /_271'/ e dy = —%/ 6_%6_% dx
k2

26 2 dy:e_T’

el
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con lo cual concluimos que

F (l"> = VE = (8.83)
z
Tenemos entonces que
= 1 o= _m?
—mtn? -
e = — e t s 884
> 3 50
n=—o00 n=—o00

de donde el kernel de calor satisface

0(t) = %e (%) | (8.85)

Tenemos asi una relacidn remarcable para el comportamiento de 0(t) para t grandes y t
pequenas

o(t) = i e~ — 1+2§:em2. (8.86)
n=1

n=—oo

De esta relacion obtenemos para t < 1 que
0(t) =~ 1, t < 1. (8.87)

Y de la relacion

o(t) %e (%) | (8.88)

0(t) ~ — lim 6 (—) . (8.89)

Por lo tanto concluimos que

t>1. (8.90)

8.4. Problemas

1. Las transformadas de Fourier de dos variables son
F(u,v) = %/Z/f(a:,y)ei(w”y)dxdy,
flzyy) = %/Z/F(u, v)e” WY duydy.
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Utilizando f(z,y) = f([z®+%?]/?), muestre que la transformada de Hankel de orden cero
es

F(p) = /0°° rJ () Jo(pr)dr
) = / pr(p)Jow)dp,

0

son caso especiales de las transformadas de Fourier.

2. Suponiendo la validez de las transformada inversa de Hankel, transforme el par de
ecuaciones

gla) = / ft)Jn(at) tdt,
f(t) = / 9(0)n(at) avdoy

muestre que la funcién delta de Dirac tiene una representacién integral
§(t—1t) = t/ Jn(at) T, (at’)ada.
0

Esta expresién es de mucha utilidad cuando se desarrolla la funciéon de Green en coorde-
nadas cilindricas, donde las funciones propias son funciones de Bessel.

3. A partir de la transformada de Fourier en forma exponencial, muestre que el cambio
de variables
t—Inzx, y iw—a—7,

lleva a

G(a) = /000 F(z)x* 'du, y F(x) = L /ywm G(a)z%da.

210 S oo

Estas son las transformadas de Mellin.

4. Si F(w) es la transformada de Fourier exponencial de la funcién f(z) y G(w) la trans-
formada de Fourier de g(x) = f(x 4 a). Muestre que

Gw) =e "™ F(w).

5. Considere la funcién escalén finita y simétrica siguiente

1, Jz| <1

f("”):{o, ]x|>1j

a) Encuentre la transformada de Fourier coseno g.(w) de la funcién f(x).



8.4 PROBLEMAS 223

b) Considerando la transformada coseno inversa, muestre que

2 [*° sinw coswz
—  dw.
0

w

¢) A partir del inciso anterior muestre que

: 0, |z]>1

> sin w coswz ’ ’
/ wa = T lz| =1,
0 5 |z < 1.

6. a) Muestre que la transformada de Fourier seno y coseno de la funcién e~ estd dada

por
2w 2 a
gs(w) = \/;m, Yy gelw) = \/;MQ—JFGQ,

respectivamente.

b) Muestre que

* wsinwzx T ux * coswx T ox
— 5 dw= e, y — 5 dw = —e .
g wfta 2 0 wr+a 2a

En ambos casos, z > 0.

c¢) Utilizando la relacién de Parseval evalue las siguientes integrales

/OO dw /°° wdw
0 (@t a)? y 0 (@ ta2)?

7. a) Encuentre la transformada de Fourier del pulso triangular

h(l—lalz) |z < ¢

a’

fz) =

0 |z| >

Q=

Note que esta funcién nos da otra secesién para la funcion delta, cuando h = a y a — oo.

b) Utilizando la sucesién

—n-x

n
vl

1 [~ _.
o(z) / e~k k.

:% N

Op =

muestre que

Nota: Recuerde que () estd definida en términos de su comportamiento como parte de
un integrando.
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8. Muestre que

i 00 e—iwtdw e—Ft/2he—iEot/h t < O,
/OOEO—ZT/2—7M_ 0 t>0.

2mi

Esta integral de Fourier aparece en varios problemas de Mecanica Cuantica: Dispersion,
teoria de perturbaciones dependiente del tiempo, etc.

9. La ecuacién de difusién de neutrones con fuente, en 1-dimension es

o(z)
dxz?

—-D + K*Dy(x) = Q(x),

donde o(z) es el flujo de neutrones, Qd(x) es la fuente en x = 0y D y K? son constantes.
Aplique la transformada de Fourier a esta ecuacion y resuelvala en el espacio transformado.
Transforme la solucién nuevamente al espacio x y muestre que tiene la forma

ola) = gozc

10. Un pulso rectangular esta descrito por

f(x):{ (1): 7] <.

lz] > a.

a) Muestre que la transformada de Fourier exponencial es

F(t) = \/?sinat.
Tt

Este es el problema de difracciéon para un slit, en la éptica fisica. El slit esta descrito por
f(z). La amplitud del patrén de difraccién estd descrito por la transformada de Fourier
F(t).

b) Utilice la relacién de Parseval para evaluar

oo 1.2
sin“t
/ Ly
t2
—00

11. La funcién f(r) tiene transformada de Fourier exponencial

_ zkr 3
g(k) = 3/2/f d’x (27‘()3/2]€2

Determine f(r).

Ayuda: Utilice coordenadas esféricas en el espacio k.



Transformada de Laplace

9.1. Clase 28

9.1.1. Definicién de la transformada de Laplace

En la transformada de Fourier de una funcién f(x)

1 o ,
Fk)=— z)e ke 9.1
0 == [ 1) (9.1)
pedimos que f(z) obedeciera la condicién

lim f(xz) — 0. (9.2)

r—+o0

De hecho dado que hemos adoptado el principio de que las funciones delta son “funciones”
aceptables, podemos ser un poco mas tolerantes. Por ejemplo, diriamos que la funciéon
constante f(z) = 1, tiene una transformada de Fourier védlida F (k) = \/%7 2 ek rdy =

V2mS(k).

De manera mas general, f(z) puede ser una funcién seno, o una funcién coseno o
: : . : B O E
una exponencial compleja. Por ejemplo, si f(z) = cosz, tenemos F'(k) = /5 (d(k — 1) +
e’Lﬂ')_"_e—lCC

6(k+1)), ya que cosw = &%

y por lo tanto

1 S , , 1 . .
F(k) = i e —zkmd _ / —z(k—l)x+ —i(k+1)x d
( ) 2\/% /_Oo(e ¢ )6 ’ 2\/% _Oo(e ‘ ) !
= /560 = 1) + 8k + 1)),

225
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Sin embargo, no podemos considerar funciones f(z) que tengan algin comportamiento
divergente para |z| grande. La transformada de Laplace es una modificacién del concepto
de la transformada de Fourier que nos permite considerar tales tipos de comportamiento
divergente para f(z). La transformada de Laplace f(s), 6 £ de una funcién F'(t) se define
como

f(s)=L{F()} = lim e S F(t) dt. (9.3)

Es claro que esta integral estard bien definida para s > 0, ain si f(z) tiene una di-
vergencia de ley de potencias: f(z) ~ 2™ cuando x — oo, para cualquier constante m
arbitrariamente grande. Aun si f(z) diverge exponencialmente: f(z) ~ e*, la integral
seguira estando bien definida si se satisface s > a.

Estas propiedades pueden expresarse de una manera diferente de la siguiente manera.
No es necesario que la integral infinita de F'(t) exista

/ F(t)dt puede no existir. (9.4)
0

Como hemos dicho, F(t) puede diverger exponencialmente para t — oco. Sin embargo si
existe alguna constante sy tal que

| e ' F(t) |< M, (9.5)

donde M es una constante positiva para un ¢ suficientemente grande (¢ > ty), la transfor-
mada de Laplace existird para s > s y se dice que F(t) es de orden exponencial.

Ejemplo 9.1.1 Contraejemplo:

Sea F(t) = e¥, como esta funcién no es de orden exponencial L{F(t)} = P.

La transformada de Laplace también puede no estar definida debido a una singularidad
suficientemente fuerte en la funcién F'(t) cuando t — 0.

Ejemplo 9.1.2 Por ejemplo: f(t) = t" n < —1 diverge parat — 0 por lo tanto L{t"} =}
para n < —1.

Transformada de Laplace de funciones elementales (En todos los casos asumimos que
F(t) = 0 para s > 0)

» F(t)=1cont >0

T T
0
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= F(t) =€ cont >0

[e.o]

00 —t(s—k) 1 1
L kt :/ 7stktdt:_e — _ -0 _ 1) = ]
{e} 0 € ¢ (s—k)|, s—k(e ) s—k
kt 1 (1
L{e™} = P— valida para s > k. (9.6)
8 —

» F(t) = coshkt = (" + ™)

L{coshkt) = L {% (b + ) }

pero L es un operador lineal L{aF'(t)+bG(t)} = aL{F(t)} +bL{G(t)}, con lo cual

1 L 1111
Lleoshkt) = L+ oL = 5 0 F 90w
S

B 1 s+k+s—k B
2 52 — k2 o2 — k2

L{coshkt} = ﬁ

vélida para s > k. (9.7)

= F(t) =sinhkt = 1 (e — ™)

1 1 1 1 1 1
inhktl = =—L{e"}—ZL{e V=2 _Z
L{sinh kt} 2£{e } 2£{e } sk 25tk
_ L fs+k—s+k\ &k
2 5% — k2 82— k2
L{sinh kt} = Ry vélida para s > k. (9.8)
Dado que cos kt = cosh ikt y sin kt = —isinhikt, las transformadas de Laplace son
. 5 s
L{coskt} = L{coshikt} = (ke == 2 (9.9)
L{sinkt} = L{—isinhikt} = —i = (9.10)

2 (k)2 2R

las cuales son vélidas para s > 0.
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w F(t)=1t"
L{t"} = / e *'t"dt con s>0,n>—1, (9.11)
0

evaluando la integral tenemos

/ the Stdt = —= / t"d(e ") = - / [d(t"e™") — nt"e~dt]
0 0 0

s S
— _ltne—st > + E /OO tn—le—stdt _ n(n _ 1) /OO et gt
s o S s? 0
n(n—l)---(n—(n—l))/‘x’ - nl [ 4
= t" e dt = — Sdt
s™ 0 c s™ Jo c
n! * n!
= — @_St =
gntl gntl’
Por lo tanto |
n!
L{t"} = g (9.12)

9.1.2. Relacion entre las transformadas de Laplace y Fourier

Definicién 9.1.3 Definamos la funcion f.(z) de la siguiente manera
x)dx, x>0,
fila) = { f(x) (9.13)

0, x <0,

entonces la transformada de Fourier de f,(x) serd, Fy(x) y estard dada por
1 o ,
F (k) =— r)e*dr = s) =V2rF,_(is 9.14
W) == [ 1) £(s) = VERF. (is) (9.14)

La transformada inversa

La transformada de Laplace carecera de sentido si no somos capaces de calcular la
transformada inversa como lo hicimos con la serie de Fourier

LIFM)} = f(s) v LHf(s)}=F(1). (9.15)

Una forma de encontrar esta transformacién inversa utiliza justo la transformada de Fouri-
er inversa. Sin embargo existe una dificultad. En la transformada de Fourier, las funciones
f(z) tienen que satisfacer las condiciones de Dirichlet, definidas en 2.1.1. En particular
pedimos que lim, . f(x) = 0 (con la excepcion de las funciones seno y conseno las cuales
estéan acotadas). Sin embargo en el caso de la transformada de Laplace, nuestras funciones
F(t) pueden ser divergentes exponencialmente ; Qué hacemos? Para vencer este obstdculo
extraemos un factor exponencial €’ (con v € R*) de nuestra funcién y escribimos

f(t) =erg(t). (9.16)

Si f(t) diverge como e*, requerimos que v > « de tal manera que g(t) sea convergente.
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Definicién 9.1.4 Definimos entonces

6. (z) = { e (9.17)

y la transformada de Fourier G, (k) de esta funcion esta bien definida
1 e ,
Gi(k) = — z)e ke dy, 9.18
) == [ gt (9.13)

Por el teorema de Fourier podemos tomar la transformada de Fourier inversa de la funcién
G (k) para obtener nuevamente g, ()

1 o0 . 1 oo o0 .
T) = — G, (k)e™* dk = — etk dx/ e~ Y dy. 9.19
o) = o= [ cutw i [ e [Cowe a1
Tenemos asi
1 oo o0 .
e f(x) = 5 e““”dk:/ e‘lkye_”yf(y)dy
™ —00 0
1 o0 " o0 .
= = ke gk, —vO+R) £ () dy.
11 g [ v

Realizando el cambio de variable s = v + ik (s € C) tenemos

) = o A i:o elo=2(—ids) /0 T ey dy, (9.20)

de lo cual obtenemos finalmente
flz) = L /WiOO e*ds /00 e %Y f(y) dy, (9.21)

27T )y —ico Jo §
i)
la cual se conoce como

1 oo

flz) = 3 /Wioo e**L{f(y)}ds, Integral de Bromwich. (9.22)

Esta integral tiene algunas propiedades que es conveniente remarcar:

» Para que esta integral converja debe suceder que: Re(s) > 7.

= La transformada de Laplace ha mapeado una funcién especificada sobre el eje real
positivo al plano complejo: Re(s) > v, ds = idk.

= La constante real v se puede elegir arbitrariamente, sujeta tinicamente al requisito
de que el contorno no esté a la derecha de cualquier singularidad de f(s).
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= Cualquier eleccién de v que logre este proposito es valida y la respuesta no depende
del valor de 7.

Ejemplo 9.1.5 Supongamos que tenemos la funcion transformada

1
fr(s) = con a = cte. € R. (9.23)

Ss—a

¢Cual es su inversa? La funcion fr(s) tiene un polo en s = a = debemos tomar un
contorno con vy > a, note que para x > 0, e es pequena en el semicirculo. Asi
1 Y+ico 5T

211

= e, donde hemos calculado el residuo. (9.24)

£ {8 i a} = e, (9.25)

La segunda forma de determinar la transformada inversa es construir una tabla y utilizarla
para calcular mas transformadas inversas, de la misma manera que utilizamos una tabla
de logaritmos para calcular anti-logaritmos.

y—1i00 sS—a

Concluimos entonces que

9.1.3. Desarrollo en fracciones parciales

El desarrollo de f(s) en fracciones parciales, nos permite obtener la transformada
inversa de f(s) utilizando una tabla. Esto se hace en los casos en que

9(s)
= 9.26
£ =25, (9.26)
donde ¢g(s) y h(s) son polinomios sin factores comunes y donde la maxima potencia de
g(s) es de menor grado que la maxima potencia de h(s).

Si los factores de h(s) son todos lineales y diferentes, entonces de acuerdo a la teoria
de fracciones parciales podemos escribir
C1 Co Cn

f(s) = - b
S —aj S — a9 §—ap

(9.27)

donde las ¢; son independientes de s. Si alguna de las raices es miltiple (ocurre m-veces),
entonces f(s) tiene la forma

n
&1

- Cim Cl,m—1 C1,1
f<$)7(s—al)m—i_(s—a2)m—1+ +5—an —~ 5 — q;
=2

(9.28)

Finalmente si uno de los factores es cuadratico (s* + ps + ¢), el numerador, en vez de ser

una constante tiene la forma
as+b

b 9.29
s2+ps+q (9.29)
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Ejemplo 9.1.6 Clalcule
1
-1
L {(s+a)(s+b)}' (9.30)

1 1 Ca ci(s+b)+ (s +a)

Como

(s+a)(s+b) (s—l—a)+(s—|—b) (s+a)(s+0b)
s(c1 4 c2) + c1b + ca 1

(s+a)(s+b)  (s+a)(s+b)

para que la igualdad se satisfaga debe suceder que: ¢y + co = 0 = ¢y = —co. También
debe suceder que c1b + cea = 1, pero como ¢; = —ca, entonces ca(a —b) =1 = ¢ = ﬁ
Tenemos entonces que

1 ==
(s+a)(s+b) s+a s+0b

y utilizando la linealidad de L

ﬁ_l{(S+a)1(s+b)}:biaﬁ_l{sia}+aibﬁ_l{sib}'

Pero sabemos de (9.6) que la transformada de Laplace de la funcion exponencial es

1 1 1
ktV __ -1 _ p,—at -1 _ bt
e }_s—k = £ {s+a} ety L {s+b} <

con lo cual

1 1 1 et —e
-1 _ —at —bt _ b. 31
£ {(s+a)(s+b)} b—a’ +a—b6 b—a af (9:31)

Ejemplo 9.1.7 FEvalue la integral definida

o0 : t
F(t) = / iy Y (9.32)
0

T

utilizando la transformada de Laplace.

Tomemos la transformada de Laplace de esta integral definida e impropia

C{F(t)}zﬁ{/ sin tx da:} :/ eStdt/ sin tx i
0 x 0 0 x

Intercambiando integrales tenemos

L{F(t)} = / —d:zc/ e_Stsintxdt:/ —L{sintz} dx
o T 0 o T
1 x

= / —<ﬁ) dx:/ 2—$:—arctan<f>
0 T \x2+s g T24s2 s s
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Ahora como dice la cancion, de reversa ...
1
Fio =g =3 {3 =7, (9.33)

ya que: L{1} =1 = L1} =1

/ S g = g t>0. (9.34)
0

4 Qué pasa si t < 07 Como la funcion seno es una funcidn impar sintr = sin(—|t|z) =
—sin(|t|z), en esta caso, F(t) = —F(|t|) = —5. Finalmente note que F(0) = 0.

* gintx 5 >0
F(t) = / de=1 0, t=0 (9.35)
o 7 ~I, t<0

, X gi . -z 3 .z s
Asi fo %dm, vista como una funcion de t, describe una funcion escalon de altura m en
t=0.

9.2. Clase 29

9.2.1. Transformada de Laplace de derivadas

Tal vez la aplicacion mas importante de las transformadas de Laplace es la de
convertir ecuaciones diferenciales en ecuaciones mas simples, que pueden resolverse mas
facil. Por ejemplo veremos, que las ecuaciones diferenciales acopladas con coeficientes
constantes se transforman simultanedmente a ecuaciones lineales algebraicas.

El resultado analogo al de las transformadas de Fourier para las derivadas de una
funcién, es un poco més intrincado para la transformada de Laplace, debido a que el rango
de integracion es semi-infinito.

L{F'(t)} = /Oooest dz—iﬂdt:/j {% (e™'F(t)) + se " F(t)| dt

= e 'TF{t)[F +s /OOO e E(t)dt = sC{F(t)} — F(0").

Recuerde que F(07) es una funcién que es evaluada en t = 0 por la derecha. Para la
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segunda derivada tenemos

L{FPDt)} = /Ooo e dij;(t) dt = /OOO {% (e“d};—y)) + se“dlji—it)} dt

dF(t)|™
efst ( )

dt . S/OOO estd};—it)dt = —F/(0+) +S£{F/(t)} (936)

= S*L{F(t)} - sF(0") — F'(0")

L{F™ (t)}' _ ;ng{ F(t)} —s"'F(07) = s" 2F/(0%) — - — FU""D(0%). (9.37)

Ejemplo 9.2.1 Obtengamos la transformada de Laplace del cos kt, utilizando la identidad

2

d
— k*coskt = 7z €08 kt. (9.38)

Tenemos entonces que
2 d2 2 + d
—k*L{coskt} = L<{ ——=coskty=s"L{coskt} —scos(k0")— — coskt
dt? dt o+
= s°L{coskt} —s+ksink0" = (k*+s%)L{coskt} = s.
=0

Obteniendo finalmente
s

Verifique lo mismo para el sin kt.
Ejemplo 9.2.2 Oscilador armonico simple
Sabemos que la sequnda ley de Newton es en este caso
d*xz(t)
72 + kz(t) = 0, (9.40)

sugeta las condiciones iniciales: x(0) = xo y 2'(0) = 0. Aplicando la transformada de
Laplace a ambos lados de la ecuacion tenemos

me {‘Pd“; () } +RL{(t)} =0, (9.41)

Aplicando la relacion (9.37) que hemos obtenido para la transformada de Laplace de las
derivadas tenemos

m [sL{x(t)} — sz(t = 07) — 2/(t = 07)] + kL{z(t)}

ms*z(s) — msxo + kx(s) = 0.
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_ msxy s s 5,k
= x<8)_m_$032+% = 032—|—wg con WOZE’ (942)
Y ast
_ _ s
z(t) = L Hx(s)} = xoL™! {m} = Zo cos wot. (9.43)
Concluimos entonces que
x(t) = o cos wyt. (9.44)
De manera mds general, si z(0) y 2£(0) son ambos no nulos entonces
ms*z(s) — smx(0) — ma’(0) + kxz(s) =0 (9.45)
msz(0) + ma’(0) s ,
= = =2(0)5—— 0)5——=
z(s) ms? + k x()82+w§+x<)s2—l—w8
! O) wWo
= a(t)=L" — 2(0)L 1 5= 70) .
o) = £ o =o 0 { 7 b T o
Obteniendo finalmente
2'(0) .
x(t) = x(0) cos wot + sin wyt. (9.46)
wo

Tal vez usted esté pensando que hemos utilizado un martillo para abrir una nuez.

9.2.2. Funcion delta de Dirac

Cuando se realiza la transformada de Laplace en ecuaciones diferenciales, es 1til
conocer la transformada de Fourier de la funcién delta

L{5(t—to)} = / et — to)dt — e~ para t > 0, (9.47)
0
y para tg = 0

LI5() = 1. (9.48)

Desde luego hemos supuesto que estamos utilizando una representacion de la funcion delta
tal que

/ (t)ydt =1, 6(t)=0, parat>0
0

(9.49)
Como un método alternativo, podemos considerar la distribucién §(¢) como una secuencia
d: lim, o F(t), donde

0, t<0,
F(t) 1 0<t<e (9.50)
0, t > €.
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Por célculo directo se tiene que la transformada de Laplace es

L{F(t)} = /O et (t)dt — /O E e‘“%dt: % (_%) St

Asi en el limite

€ —se

1—e

0 S€E

) i 1—6“_, se*“_
O e @31

Ejemplo 9.2.3 Fuerza Impulsiva

La 2a. ley de Newton para una fuerza impulsiva actuando sobre una particula de
masa m es

m—- = P(t), (9.52)
donde P = cte.
Aplicando la transformada de Laplace a esta ecuacion tenemos
ms?x(s) — msz(0T) — ma’(07) = P. (9.53)

Para una particula que comineza del reposo x'(0) = 0. También consideraremos: z(0) = 0.
Entonces

x(s) = %, (9.54)

Yy
L)} = £ {%} = )= {é} (9.55)
() = gt y dfg) _ g — cte. (9.56)

El efecto del impulso Pi(t) es transferir (instantineamente) P unidades de momento
lineal a la particula.

9.2.3. Propiedad de traslacién

Esta propiedad nos permite cdlcular la transformada de Laplace de e f(t) siempre
que ya se conozca la transformada de la funcién f(t)

Teorema 9.2.4 57
L{F(t)} = f(s), entonces, L{e"F(t)} = f(s—a). (9.57)

Demostracién

L{e"F(t)} = /000 e e (t)dt = /000 e VRt dt = f(s — a). (9.58)
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Ejemplo 9.2.5

. k
£{€at S1n kt} = m (959)
S—a
E{eat COS kt} = m (960)

Ejemplo 9.2.6 Obtenga la transformada de fourier de L{e™* cos3t}.
Dado que

s+ 2
(s+2)24+9

S

s24+9

L{cos3t} = =  L{e *cos3t} = (9.61)

En términos de las transformada de Laplace inversa, el resultado puede ser reescrito de
la siguiente manera

L{e"Ft)} =f(s—a) = L L{"FH)}=L{f(s—a)}

=1

Pero F(t) = L7{f(s)}, entonces

LHIE) =LTHf(s—a)} = LTHf(s)} =e"LTH{f(s—a)}.

De donde concluimos finalmente que
L7Hf(s)} =e"L7H (s +a)} (9.62)

Ejemplo 9.2.7 Calcule la transformada inversa del cociente

25+ 3
s2 —4s+ 20
Dado que
25+ 3 25+ 3 2(s—2)+7 s—2 7 4

Z 45420 (5—2P° 416 (5—2P°+16 “(5—22+16 4(s—22+16

entonces

25+3 5—2 7 4
)80 g ) 572 L e %
£ {32—43+20} £ {(5—2)2—1—16}—’_4'C {(3—2)2+16}’

de donde obtenemos finalmente

2 3 7
L1 {ﬁ} = 2¢% cos 4t + Zth sin 4t. (9.63)
52 —4s
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Ejemplo 9.2.8 Oscilador amortiguado.

Consideremos una masa oscilando con un término de amortigiiamiento proporcional
a la velocidad. La ecuacion

d*x(t)
dt?
se modifica por un término proporcional a x’

+ka(t) = 0, (9.64)

ma” (t) + ba'(t) + kx(t) = 0, (9.65)

en la cual b es una constante de proporcionalidad. Supongamos que las condiciones ini-
ciales son que la masa comienza su movimiento del reposo: x(0) = xo y 2'(0) = 0.
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion obtenemos

m[s®z(s) — sz(0)] + b[sx(s) — 2(0)] + kx(s) = 0,
con lo cual

ms+b s+

z(s)(ms® +bs + k) = (sm+b)xg = z(s):womss?—irbs—i—k =$032+%S+%-

Para obtener la transformada inversa debemos completar el cuadro en el denominador

bk b\> kb
2
—5+ — = — —_—— 9.66
S st <5+2m) e (9.66)
Si el amortiguamiento es pequeno
k b? b? k
———>0 = —<— = b <dkm. 9.67
m  4m? 4m?2 m m ( )
Definiendo: w} = £ — % tenemos
s+ 2L S+ 5o+ 3=
z(s) = wo T = %o 2bm 2m2
(s4 5%)" + w? (s4 2=)" +w?
s+ % b w1
= Xy X

con lo cual

+ 2 b w
x(t) = L7Hx(s)) =z Lt ° T om +x Lt !
Q to(s)} ’ {(s+%)2+w%} *2mw, (s—l—%)Q—i—w%

_b
= xpe 2’ coswyt + x02

R
e 2m’sinwqt.

Wi

Por lo tanto

x(t) = zoe 't (coswlt + sinwlt) . (9.68)

muwq
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Esta expresion puede ser reescrita como

=bt . =bt Ssme
xz(t) = xoe2n (coswit + tan psinwit) = xoe2n | coswit + sin wy t
Cos @
_ bt _ bt
xoe 2m . . I‘Oe 2m
= (coswit cos @ + sinwstsin ) = cos(wit — ).
Cos ¢ COS ©

Como: sin® p+cos>p =1 = tan? p + 1 = 5 bero en términos de wy

cos2

- 2 v Lk
n = — = — —_— = —= — — W - - 1.
v (2mw;)?  w? \ 4m? w\m ! mws3

Utilizando este resultado en la identidad trigonométrica tenemos

k
k I VE 0 I
s —1+1= = = , pero, wog=\/— = :ﬂ.
m

mw? cos? ¢ w1 Ccos CosY  wi

Concluimoa si que la solucion buscada es

x(t) = xoﬂe_% cos(wit — ) (9.69)
w1

Note que en el limite b — 0 (situacion en la que no hay amortiguamiento), ¢ — 0 y
w1 — wy, con lo cual la solucion se reduce a

x(t) = xocos(wot), (9.70)

como habiamos obtenido.

9.3. Clase 30

9.3.1. Analogia RLC

En su curso de Electrodinamica usted estudia circuitos RLC (resistencia-inductancia-
capacitancia). De acuerdo con la ley de conservacion de energia de Kirchhoff, en cualquier
instante de tiempo, la suma de las diferencias de potencial alrededor de un circuito cerrado
RLC debe ser cero. Analiticamente esta afirmacion se escribe como

i +RI+—/Idt_O (9.71)

Derivando la corriente respecto al tiempo tenemos

d*r - dl 1
— 4+ =1=0. 72
ae P et =0 (9.72)
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Comparando esta ecuacion con la del oscilador amortiguado
ma” (t) + ba'(t) + kx(t) = 0, (9.73)

tenemos que si reemplazamos

Ity — X(t)
L — m
R — b

ct —

El problema RLC es identico al problema mecénico del oscilador amortiguado.

9.3.2. Traslacién

Multipliquemos la funcién transformada f(s) por e =%, b > 0

= e Pf(s)=e" / e S F(t)dt = / e OB (t) dt. (9.74)
0 0

Realizando el cambio de variable: ¢t +b = 7, tenemos

e " f(s) = /boo e TF(r —b)dr. (9.75)

Dado que suponemos que F'(t) = 0, para ¢t < 0, entonces la funciéon F(r — b) = 0, para
T < b, en particular en el intervalo 0 < 7 < b. Por tanto podemos extender el limite
inferior de integracién a 0 sin que cambie el valor de la integral

e ¥ f(s) = /boo e F(r—b)dr = /000 e TF(t—=b)dr = L{F(t—b)} (9.76)

Ejemplo 9.3.1 Ondas electromagnéticas.

La ecuacion de una onda electromagnética (TEM) propagdndose a lo largo del eje
es
O?E(x,t) 1 0*E(x,t)
0x? v?2  Ot?

donde v es la velociad de la onda en un medio. Si el medo es el vacio, v = c.

=0 con:E=E,0F,, (9.77)

Transformando esta ecuacion respecto a la variable t

ﬁ{m}—ic{w}:o. (9.78)

0x? v2 ot?
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Utilizando la ecuacion para la transformada de Laplace de las derivadas tenemos

PL{E(z,t)} 1 ([, OE(z,t)
—_— — = E(x,t)} —sE(z,t = — =0. .
92 " (s L{E(x,t)} — sE(z, 0) + e 0 (9.79)
Si tenemos la condicion inicial: E(x,0) = 0 y % = 0, entonces la ecuacion se
t=0
simplifica
02 s

La solucion a esta ecuacion diferencial ordinaria es
L{E(x,t)} = c1e75% 4 cpe%®/. (9.81)

Las constantes ¢y y co se obtienen de condiciones de frontera adicionales. Si nuestra onda
permanece finita cuando: © — oo, entonces L{E(x,t)} — finita, y como

lim e — 00 = ¢ =0. (9.82)
De lo cual concluimos que i
L{E(x,t)} = cie™"v. (9.83)
Si denotamos F(t) = E(x = 0,t), entonces
L{F(t)} = cre™", (9.84)
pero ¢1 ya no es una cosntante, ésta se generaliza en la forma ¢y = f(s) y
e f(s) = L{F(t - D)}, (9.85)
v

De donde concluimos que

F(t—2), t>z2
E(x,t):{ (o”) T (9.86)

que representa una onda o pulso moviéndose en la direccion x-positiva con velocidad v.
Note que para x > vt, la region permanece imperturbable, el pulso no ha tenido tiempo de
llegar ahi.

De manera andloga, si queremos una senal propagdndose a lo largo del eje x-negativo,
aa=0y

F t+§ ) tz_zy
= { P30 12 ot

Deseamos concluir nuestra exposicion, remarcando nuevamente que en este curso
solo se han estudiado un nimero pequeno de funciones especiales ortogonales y de trans-
formadas Integrales. Sin embargo los casos estudiados son los mas relevantes para poder
comprender los cursos siguientes de la carrera de fisica. Como el lector se podra imaginar,
existen muchos mas funciones especiales y transformadas integrales que las discutidas
en el curso. Recientemente se propuso publicar una enciclopedia que contenga el may-
or nimero posible de funciones especiales conocidas. Este proyecto es conocido como el
proyecto Askey-Bateman y constara de 5 volumenes [11]. Este es sin duda el proyecto de
funciones especiales mas ambicioso en la actualidad.
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9.4. Problemas

1. Muestre que
lim sf(s) = lim F(t).

§—00 t—40
Ayuda: Suponga que se puede expresar la funcién F(t) como F(t) = > 07 a,t".
2. Muestre que

1 lim L{coszt} = o(z).

7T s—0

3. Utilizando el desarrollo en fracciones parciales, muestre que

£l s _ae” ™ —pe "
(s+a)(s+b) ) a—b

a # b.

52

o {<82 R

1
} = m(asinat—bsinbt), a® # b

4. Utilizando un desarrollo en fracciones parciales, muestre que

1 1 sinat sinbt
~1 o _
£ {(s2+a2)(82+b2)}_ a2—62{ a b }’ a7 b

2
1
}zz—lﬂ{asinat—bsinbt}, a® # b
a/ p—

o {<s2 AP

5. Una masa m esta unida al extremo de un resorte de constante k. El resorte no esta ni
comprimido ni estirado. Al tiempo ¢ = 0, el extremo libre del resorte experimenta una
aceleracion constante a en la direccion contraria a la posicion de la masa. Utlizando la
transformada de Laplace:

a) Encuentre la posicién de la masa m como funcién del tiempo.
b) Determine la forma funcional de x(t) para tiempos pequenos.

6. La ecuacién de movimiento para un oscilador arménico amortiguado con un término
de amortiguamiento proporcional a la velocidad es

mX(t) +bX(t) + kX (t) = 0.

Resuelva esta ecuacion de movimiento utilizando la transfromada de Laplace. Considere
las condiciones iniciales X (0) = 0 y X (0) = vy, en los tres caso posibles:

a) b* < dmk.

b) b? = 4mk (amortiguamiento critico).

c) b* > 4mk (sobreamortiguado).

7. Enuncie y demuetre el teorema de convolucién para la transformada de Laplace.
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“m)

a) Utilizando fracciones parciales.

8. Encuentre

b) Utilizando el teorema de convolucion.
c¢) Utilizando la integral de Bromwich.

9. Utilizando el principio de induccién matemaética y las relaciones de recurrencia de las
funciones de Bessel, desarrolle la transformada de Laplace de J,(t) a partir de £{.Jy(t)}.

10. Muestre que

3

s
L hat ty = ———
a) {coshat cos at} .
as® + 2a’
b L{coshatsinat} = ————
) {cosh at sin at} e
as® — 2a?
L{sinh at ty = ———r
c) {sinh at cos at} gt
: : 2a’s
d) L{sinhatsinat} =

st + 4at’



[10]

[11]
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